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(RESUME)

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE SATU
1 VARIABEL TERPISAH
A(x,y)dx +B(x,y)dy =0 (PD 1)
Bantuan pemisalan
y=ux ~ i—/ =u

dy =udx+xdu

Pemisahan variabel x dengandx, y terhadap dy, ataupun u
terhadap du.

2 HOMOGEN

A(x,y)dx +B(x,y)dy =0 (PD 1)
Bantuan pemisalan

y:ux~X=u
X

dy =udx+xdu
A(x,y) = x™s(u)dan B(x,y) = x™ t(u) (PD 2)
x"s(u) dx + x"t(uw)(x du+udx) =0 (PD 3)
Perhatikan, bagian s(u) dan t(u) hanya memiliki variabel u
atau hanya berupa konstanta di dalamnya. Dengan demikian,

penggunaan (PD 4) untuk mendapatkan penyelesaian akhir
dapat diterapkan.

LR CO R P
x s(u) +ut(u) “= (PD 4)
3 EKSAK

P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0
d0P(x,y) 00Q(x,y)
dy  Ox (E1)

X

y
fl,y) = jP(x,y)dx+ fQ(xo,y)dy=f0 (E2)

x0=0 y0=0
X

y
fl,y) = fQ(x,y)dy+ fP(x,yo)dx=f0 (E3)

Yo=0 X0=0
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3 TIDAK EKSAK MENUJU EKSAK
P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0
Peninjauan (E 1)
dP(x,y) L 90(x,y)
dy dx
0P(x,y) _0Q(x,y)
dy 0x (TE 1)
Q
Faktor pengali ke soal yang diberikan untuk
dibuktikan kembali sebagai PD Eksak

fx,y) x el W1dx

00(x,y) 0P(x,y)
w, = —2% . Jy (TE 2)

W1:

Faktor pengali ke soal yang diberikan untuk
dibuktikan kembali sebagai PD Eksak

f(x,y) x el W2y

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0

(persamaan pasca dikalikan faktor integrasi baik
melalui W; maupun W; dan diuji kembali sebagai
EKSAK).
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Tabel 1. Aturan penurunan atau konsep turunan - integral

sinE = cosE dE
cosF = —sinF dF
tanG = sec?G dG

cotH = —cosec? H dH
secK =secKtanK dK
cosec L = —cosec L cotL dL

ef = efdF
lG—ldG
Y=g

fUdV=UV—deU

U+V=dU+dV

U-V=dU-dV

UxXxV=vVdUu+UdV

Vdu—Uudv
V2

Uu+v

Konsep Logaritma

In1=0
Ine=1
Inax =lna+Inx

a
In—=Ilna—-1Inx
X

Inx®"=nlInx
elna — 4

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus

cos6D =2 cos?3D —1
cos6D =1 — 2sin? 3C

1 1 1
= A = B = cotC
sin A cosec cosB Sec tanC €0
sin24 = 2sinAcos A 2tan E
. . tan2E = ——
sin4B = 2sin 2B cos 2B 1 —tan? E
tan 8F = 2tan4F
anor = 1 —tan? 4F
cos 6D = cos?3D —sin? 3D cos 2C = cos?C —sin?C

cos2C =2cos’C —1
cos2C =1 —2sin?C

sin?y + cos?y =1
cos?y = 1 —sin®y

sin?A + cos?A =1
tan’B + 1 = sec?B
1+ cot?C = cosec?C
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PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE
SATU: VARIABEL TERPISAH

Persoalan yang diberikan untuk mengasah kemampuan
penyelesaian persamaan diferensial orde satu dengan pemisahan
variabel berupa:

1.1. f(x,y) = (x? +y2)ln¥

1.2. 4cos?y dx + cosec? xdy =0

dy
1.3. vyinx = x—=
yinx xdx

14. e**tanydx +cosydy =0

1.5, xy' —y— xsin% =0

(Darmawijoyo, 2011; DA Sari, 2018).

Penyajian berikut memberikan langkah penyelesaian bagi pemula

dengan memperhatikan konsep turunan, integral, dan identitas
trigonometri.
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PERSAMAAN DIFERENSIAL ‘ No1l.1
Tentukan orde dari persamaan berikut

fx,y) = (2 + y2)1n§

Penyelesaian:
BANTUAN PEMISALAN

y=ux~X=u
x

Selanjutnya, persamaan yang diberikan adalah
f(x) = (x* +y?)In
ux
flo,y) = (x? + ux?) ln7

flx,y) = (x? + u?>x?)Inu
fl,y) =x*(1+u?)Inu

Diketahui dari persamaan (1) dan (2) bahwa
A(x,y)dx +B(x,y)dy =0 (PD 1)
A(x,y) = x"s(u) dan B(x,y) = x" t(u) (PD 2)

dengan nilai n adalah orde dari persamaan diferensial
fx,y) =x*(1+u®)Inu

Selanjutnya, nilai dari x™ = x* maka n = 2 dan merupakan orde
dari persamaan soal 1 yang diberikan.

Jika persamaan

f(y) = @ +y?)In>
hendak diselesaikan menggunakan persamaan diferensial
homogen maka merujuk kembali ke bentuk awalnya yang
seharusnya pada (PD 1). Persamaan pada soal ini bukanlah
merupakan Persamaan Diferensial Homogen dan juga bukanlah

persamaan diferensial yang ditandai adanya dx, dy maupun
turunan variabel lainnya.
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.2
Tentukan penyelesaian dari persamaan berikut
4 cos?y dx + cosec* xdy = 0

Penyelesaian:
Untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial, lakukan
pemisahan variabel x dan y sesuai ruas kelompoknya dengan
melakukan modifikasi.
4cos?y dx + cosec’ xdy =0
4cos?y dx + cosec? x dy =0 | + (cos? y cosec? x)
cos?y cosec? x
cos? y cosec? x Xt cos? y cosec? x Y= cos? y cosec? x

7, Xt -2
cosec? x cos?y

Pergunakan Tabel 2 untuk menangani bentuk lain dari aturan
trigonometri.

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus

1 p 1 B 1
= cosec = sec
sin A cos B tan C

= cotC

—— dx + dy =0
cosecz x ¥ cos?y Y

4——s— z =
(1/sinZx) dx + (sec y) dy =0
4sin®x dx +sec’y dy =0

Modifikasi bentuk lain dari sin? x dan sec? x dengan disesuaikan
kebutuhan dalam penyelesaian soal ini. Pilih data di Tabel 2 dengan
menghindari trigonometri berpangkat seperti sin? x, cos? x, tan? x,
dan cot? x. Keempat hal tersebut menyulitkan ke proses integral
dari suatu trigonometri.

Tabel 1. Aturan penurunan
sinE = cosE dE cotH = —cosec’ H dH
cosF = —sinF dF secK = secKtanK dK
tanG = sec’>G dG cosec L = —cosec L cotL dL
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Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus
sin24 = 2sinAcosA 2tanE
. . tan2F = ———
sin4B = 2sin 2B cos 2B 1—tan?E
tan 8F = 2tan 4F
e = an?4rF
cos2C = cos?C —sin?C cos 6D = cos?3D —sin? 3D
cos2C =2cos?C —1 cos6D =2 cos?3D —1
cos2C =1 —2sin%C cos6D =1 — 2sin?3C

4sin’x dx +sec’y dy=0

1—cos 2x
(7
2(1 — cos 2x) dx +sec’y dy =0
2dx —2cos2x dx +sec’y dy =0

)dx+sec2y dy=0

Pengintegralan membutuhkan bentuk lain dari cos 2x dx

BANTUAN PEMISALAN
M = 2x

dM = 2 dx

2dx —2cos2x dx +sec?y dy =0
2dx —cos2x (2dx)+sec’y dy =0
2dx —cosM (dM) +sec’y dy =0

Zfdx—fcostM+fsec2ydy=f0

2x —sinM +tany =C
2x —sin2x +tany =C

Dengan demikian penyelesaian persamaan diferensial dari
KESIMPULAN
Soal Jawaban
4cos?y dx + cosec’xdy=0 | 2x—sin2x +tany =C
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.3
Tentukan penyelesaian dari persamaan berikut

Inx = x—y
Y dx

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial ini, lakukan
pemisahan variabel x dan y sesuai ruas kelompoknya dengan
melakukan modifikasi.

lnx=x—y
y dx
ylnxdx=xdy | +xy
yInx x
dx =— dy
xy xy
—Inxdx =—dy

Setelah dilakukan pemisahan variabel, langkah selanjutnya adalah
pengintegralan karena di ruas dx hanya memiliki variabel x dan
sebaliknya. Hal ini memenuhi penyelesaian persamaan
diferensial orde satu dengan metode pemisahan variabel.
Kemudian, pengintegralan bagian dx membutuhkan Tabel 1 dan
diturutsertakan bantuan berupa pemisalan.

Tabel 1. Aturan penurunan
ef =efdF
1
InG = E dG
BANTUAN PEMISALAN
K=Inx
1
dK =— dx
x

Persamaan Diferensial Orde Satu: Variabel Terpisah | 5



11 d —1d
Znx x—y y

(n0)ide=2>d

nx)_ x—y y

(K)dK—ld
S

1
KdK—=dy =0
y

[an—[Lar= o

1 2

ZK —1ny=C

1 2

E(lnx) — lny =C

Dengan demikian penyelesaian persamaan diferensial dari

KESIMPULAN
Soal Jawaban
_ a4y 1
ylnx = x> E(lnx)z—lny=C
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.4
Tentukan penyelesaian dari persamaan berikut
e*ltanydx + cosydy = 0

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial, lakukan
pemisahan variabel x dan y sesuai ruas kelompoknya dengan
melakukan modifikasi. Kebutuhan trial and error dapat diterapkan
untuk melihat berbagai kemungkinan penyelesaian soal ini.

‘ Trial and error (1) |

Langkah (1) ini menjadi dugaan dan pembuktian cara yang sesuai
dengan teknik menurunkan atau mengintegralkan sebuah
pemisalan persamaan.

e**ltanydx + cosydy =0
e**ltanydx + cosydy =0|+tany
px+L tanydx cosy 0

dy =
tany tany tany

cosy
x+1 x —
e " dx + (cosy siny) dy=20

BANTUAN PEMISALAN
A =siny
dA =cosy dy

)
e*tldx + —
siny

x+1d dv =0
e x+cosysinycosy y

e*tldx + cosyAdA =0

Persamaan Diferensial Orde Satu: Variabel Terpisah | 7



Dari pemisalan A = siny terhadap persoalan ini menginginkan
variabel y berubah menjadi variabel A. Namun, bantuan tersebut
memberikan sisa variabel y berupa cos y. Penyelesaian ini tidak
dapat dilanjutkan. Pengamat apabila tidak memahami ini akan
menganggap bahwa cos y adalah konstanta karena di luar variabel
A. Yang selanjutnya dilakukan adalah melakukan pemisalan
lainnya ataupun modifikasi dengan memanfaatkan sifat
trigonometri (tersaji pada Tabel 1 dan Tabel 2).

Trial and error (2) ‘

e*ltanydx + cosydy =0
e**ltanydx + cosydy =0|+tany
tan cos
ext1 2A0Y g S8 y =
tany tany tany

cosy
x+1 x —
e " dx + (cosy siny) dy=20

BANTUAN PEMISALAN
B =cosy
dB = —siny dy

8 | Persamaan Diferensial Orde Satu: Variabel Terpisah



Dari pemisalan B = cosy terhadap persoalan ini menginginkan
variabel y berubah menjadi variabel B. Namun, bantuan tersebut
memberikan sisa variabel y berupa cos y dan sin? y . Penyelesaian
ini tidak dapat dilanjutkan.

Trial and error (3) ‘

e**ltanydx + cosydy =0
e**ltanydx + cosydy =0|+tany
px+L tanydx cosy 0

tany tany tany
cosy
x+lg ( X —) dy =
e**ldx + (cosy Siny y
cos?y

e*tldx + —
siny

dy=0

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus

sin?y + cos?y =1 sin?A + cos?A =1
cos?y = 1 —sin®y tan?B + 1 = sec?B
1+ cot?C = cosec?C

2

cos
e*tldx + — ydy =0
siny
1 — sin?
e*tldx + _—ydy =0
siny

1 sin?
ex+1dx+< — — — y)dy=0
siny siny

e*tldx + ( L siny) dy =0
siny

BANTUAN PEMISALAN
C=siny
dC = cosydy
dc
cosy

=dy

Persamaan Diferensial Orde Satu: Variabel Terpisah | 9



e*tldx + (L —sin y) dy =0
siny

=0
cosy

1 dc
et ldx + (E - C)

Dari pemisalan C = siny terhadap persoalan ini menginginkan
variabel y berubah menjadi variabel C. Namun, bantuan tersebut
memberikan sisa variabel y berupa cosy. Selain itu, apabila nilai
(1/C) dC diintegralkan maka hasilnya berupa InC. Hal ini
bertentangan dengan konsep trigonometri berikut.

Tabel 1. Aturan penurunan untuk trigonometri
sinA = cosAdA cosec D = —cosec D cotD dD
cosB = —sinB dB secE = secEtanE dE
tanC = sec®C dC cotF = —cosec?® F dF

Kesalahannya di pemisalan tersebut adalah integral dari (1/
siny) dy dengan (1/C) dC. Hasil yang didapatkan berbeda dan
mengabaikan sifat sinycosytany ketika diturunkan ataupun
diintegralkan. Ketika menangani sifat sin y maka hasilnya berupa
cosy, dan demikian sifat untuk cosy dan tany (Konsep Sifat
Trigonometri, tersaji pada Tabel 1 dan Tabel 2). Penyelesaian ini
tidak dapat dilanjutkan.
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Trial and error (4) ‘

e**ltanydx + cosydy =0
e*ltanydx + cosydy =0+ tany

tan cos 0
ex+1 20 gy ydy =
tany tany tany
cosy
x+id X —) dy =0
e x+(cosy siny y
2
cos
e*tldx + — ydy =0
si
1 — sin?
ety +— gy =0
iny

1 sin?
e"+1dx+< — — — y)dy=0
siny siny

e*tldx + (L — sin y) dy =0
siny

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus

1 1 1

= cosec A =secB
sin A cosB tanC

= cotC

e*tldx + (L — siny) dy =0
siny

e*tldx + ( L _ siny) dy =0
siny

e*tldx + (cosec y —siny)dy = 0
e*ldx + cosec y dy —sinydy =0

fex+1dx+fcosecy dy—fsinydy=f0

Dari Tabel 1, pengintegralan cosecy dy mengalami kesulitan
karena hasil integral tidak tersaji dari sifat trigonometri tersebut.
Lakukan bantuan lainnya berupa pemisalan untuk mengupayakan
penyelesaian.
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BANTUAN PEMISALAN
D = cosecy
dD = —cosec D cotD dy
dD

—cosec DcotD

dy

fex+1dx+fcosecy dy—fsinydysz

fex+1dx+fcosecy dy—fsinydy=f0

fex+1dx+fD (d—D>—fsinydy=f0
—cosec D cotD

1
x+1 . B — 1 =
fe dx+f( cosechotD) D dD fsmydy fO

Hasil ini menimbulkan permasalahan baru Kkarena proses
pengintegralan berupa 2 komponen, D, dan (1/cosec D cotD)
terhadap variabel D. Penyelesaian ini tidak dapat dilanjutkan.
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Trial and error (5) ‘

e**ltanydx + cosydy =0
e*ltanydx + cosydy =0+ tany

X+ tanydx cosy
tany tany
0sy

c
e*tldx + (cosy X —)
siny

siny siny

dy =

0
tany

dy =0

1 sin?
e*tldx + < — y> dy=0

e*tldx + (L - siny) dy=0
siny

e**ldx + cosec y dy —sinydy =0
fex+1dx+fcosecy dy—fsinydy=fo

BANTUAN PEMISALAN

cosecy
cosecy + coty

cosecy X

cosec? y + cos

cosecy + coty

ecycoty

cosecy + coty

fex+1dx+fcosecy dy—fsinydy=f0

2

cosec
fe“4dx+if< 4
cose

+ cosec y coty .
dy—fsmydy=f0
cy+coty

BANTUAN PEMISALAN

dE = —(cosec? y

—dE = (cosec?y

E = cosecy + coty
dE = (—cosec y coty dy) + (—cosec? y dy)

+ cosec y coty) dy
+ cosec y coty) dy
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cosec? y + cosec y cot
jex+1dx+f< Y Y y>dy—fsinydy=f0
cosecy + coty

1
f e*tldx + f (cosec S oot y> (cosec? y + cosec y coty dy)

—fsinydy:fo

Bentuk ini telah mencapai tahapan pemisahan variabel x dan y.

1
f e tldx + f (Cosec J ¥ cot y) (cosec? y + cosec y coty dy)

—fsinydyzfo

1
fe"+1dx+f(g)(—dE)—fsinydy=fO

1
fe“ldx—fEdE—fsinydy:fO

BANTUAN PEMISALAN
F=x+1
dF = (14 0)dx
dF = dx

1
fex+1dx—fEdE—fsinydy=f0
1
fex“dx—fEdE—fsinydy:fO
1
JeFdF—jEdE—fsinydy=J0

Tabel 1. Aturan penurunan
ef = efdF

InG == dg
nY=5
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1
feFdF—fEdE—fsinydyzfo
ef —InE — (—cosy)=C
e —1In(cosecy + cot y) + cosy = C

Dengan demikian penyelesaian persamaan diferensial dari
KESIMPULAN (TRIAL AND ERROR 5)

Soal Jawaban
e**ltanydx + cosydy =0 e**1 —In(cosec y + cot y)
+cosy=C
Trial and error (6) |
e**ltanydx + cosydy =0
e*tanydx + cosydy =0+ tany
tan cos 0
ext1 Y g L SV g =
tany tany tany
cosy
x+lg ( X )d =0
e X +|cosy siny y
2
cos
e*tldx + — ydy =0
siny
1 — sin?
e*tldx + _—ydy =0
siny
1 sin?
ex+1dx+<, - — y>dy=0
siny siny
1
x+1 . _
e " dx + (siny smy) dy =0
Jex+1dx+f ! dy—fsinydy=-f0
siny
BANTUAN PEMISALAN
. dy S = cosy_
siny dS = —sinydy
siny siny —dS =siny dy
dy = d
sin?y Y=1- cos?y 4
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