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(RESUME) 

 PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE SATU 
1 VARIABEL TERPISAH  

𝐴ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑑𝑥 + 𝐵ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑑𝑦 = 0 (PD 1) 

Bantuan pemisalan 

𝑦 = 𝑢𝑥  ~ 
𝑦

𝑥
= 𝑢 

𝑑𝑦 = 𝑢 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑢 

 

Pemisahan variabel 𝑥  dengan𝑑𝑥 , 𝑦  terhadap 𝑑𝑦 , ataupun 𝑢 

terhadap 𝑑𝑢. 

 
2 HOMOGEN  

𝐴ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑑𝑥 + 𝐵ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑑𝑦 = 0 (PD 1) 

Bantuan pemisalan 

𝑦 = 𝑢𝑥  ~ 
𝑦

𝑥
= 𝑢 

𝑑𝑦 = 𝑢 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑢 

 

𝐴ሺ𝑥, 𝑦ሻ = 𝑥𝑛 𝑠ሺ𝑢ሻ dan 𝐵ሺ𝑥, 𝑦ሻ = 𝑥𝑛 𝑡ሺ𝑢ሻ (PD 2) 

𝑥𝑛 𝑠ሺ𝑢ሻ 𝑑𝑥 + 𝑥𝑛𝑡ሺ𝑢ሻሺ𝑥 𝑑𝑢 + 𝑢 𝑑𝑥ሻ = 0 (PD 3) 
Perhatikan, bagian 𝑠ሺ𝑢ሻ dan 𝑡ሺ𝑢ሻ hanya memiliki variabel 𝑢 
atau hanya berupa konstanta di dalamnya. Dengan demikian, 
penggunaan (PD 4) untuk mendapatkan penyelesaian akhir 
dapat diterapkan. 
 
1

𝑥
𝑑𝑥 +

𝑡ሺ𝑢ሻ

𝑠ሺ𝑢ሻ + 𝑢 𝑡ሺ𝑢ሻ
 𝑑𝑢 = 0 

 
(PD 4) 

3 EKSAK   

𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑥 + 𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑦 = 0  
𝜕𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑥
 (E 1) 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ∫ 𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑥 +

𝑥

𝑥0=0

∫ 𝑄ሺ𝑥0, 𝑦ሻ𝑑𝑦 = ∫ 0

𝑦

𝑦0=0

 (E 2) 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ∫ 𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑦 +

𝑦

𝑦0=0

∫ 𝑃ሺ𝑥, 𝑦0ሻ𝑑𝑥 = ∫ 0

𝑥

𝑥0=0

 (E 3) 
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3 TIDAK EKSAK MENUJU EKSAK   

𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑥 + 𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑦 = 0  

Peninjauan (E 1) 
𝜕𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑦
≠

𝜕𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑥
 

 

𝑊1 =

𝜕𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ
𝜕𝑦

−
𝜕𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑥

𝑄
 (TE 1) 

Faktor pengali ke soal yang diberikan untuk 

dibuktikan kembali sebagai PD Eksak 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ × 𝑒∫ 𝑊1𝑑𝑥 

 

𝑊2 =

𝜕𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ
𝜕𝑥

−
𝜕𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ

𝜕𝑦

𝑃
  

 

(TE 2) 

Faktor pengali ke soal yang diberikan untuk 

dibuktikan kembali sebagai PD Eksak 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ × 𝑒∫ 𝑊2𝑑𝑦 

 

 

𝑃ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑥 + 𝑄ሺ𝑥, 𝑦ሻ𝑑𝑦 = 0   
(persamaan pasca dikalikan faktor integrasi baik 
melalui 𝑊1 maupun 𝑊1 dan diuji kembali sebagai 
EKSAK). 
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Tabel 1. Aturan penurunan atau konsep turunan - integral 

sin 𝐸 = cos 𝐸 𝑑𝐸 

cos 𝐹 =  − sin 𝐹  𝑑𝐹 

tan 𝐺 = sec2 𝐺  𝑑𝐺 

cot 𝐻 = − cosec2 𝐻  𝑑𝐻 

sec 𝐾 = sec 𝐾 tan 𝐾  𝑑𝐾 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐿 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐿 cot 𝐿 𝑑𝐿 

 

𝑒𝐹 = 𝑒𝐹𝑑𝐹 

ln 𝐺 =
1

𝐺
 𝑑𝐺 

∫ 𝑈 𝑑𝑉 = 𝑈𝑉 − ∫ 𝑉  𝑑𝑈 

 

𝑈 + 𝑉 = 𝑑𝑈 + 𝑑𝑉 

𝑈 − 𝑉 = 𝑑𝑈 − 𝑑𝑉 

𝑈 × 𝑉 = 𝑉 𝑑𝑈 + 𝑈 𝑑𝑉 

𝑈 ÷ 𝑉 =
𝑉 𝑑𝑈 − 𝑈 𝑑𝑉

𝑉2
 

 

Konsep Logaritma 
ln 1 = 0 
ln 𝑒 = 1 
ln 𝑎𝑥 = ln 𝑎 + ln 𝑥 
 

ln
𝑎

𝑥
= ln 𝑎 − ln 𝑥 

ln 𝑥𝑛 = 𝑛 ln 𝑥 
𝑒ln 𝑎 = 𝑎 

 

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus 
1

sin 𝐴
= 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐴 

1

cos 𝐵
= sec 𝐵 

1

tan 𝐶
= cot 𝐶 

 

sin 2𝐴 = 2 sin 𝐴 cos 𝐴 

sin 4𝐵 = 2 sin 2𝐵 cos 2𝐵 
 
 

tan 2𝐸 =
2 tan 𝐸

1 − tan2 𝐸
 

tan 8𝐹 =
2 tan 4𝐹

1 − tan2 4𝐹
 

 

cos 6𝐷 = cos2 3𝐷 − sin2 3𝐷 

cos 6𝐷 = 2 cos2 3𝐷 − 1 

cos 6𝐷 = 1 − 2 sin2 3𝐶 

cos 2𝐶 = cos2 𝐶 − sin2 𝐶 

cos 2𝐶 = 2 cos2 𝐶 − 1 

cos 2𝐶 = 1 − 2 sin2 𝐶 
 

𝑠𝑖𝑛2𝑦 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦 = 1 

𝑐𝑜𝑠2𝑦 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦 

𝑠𝑖𝑛2𝐴 + 𝑐𝑜𝑠2𝐴 = 1 

𝑡𝑎𝑛2𝐵 + 1 = 𝑠𝑒𝑐2𝐵 

1 + 𝑐𝑜𝑡2𝐶 = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝐶 
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PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE 

SATU: VARIABEL TERPISAH 

 

 

Persoalan yang diberikan untuk mengasah kemampuan 

penyelesaian persamaan diferensial orde satu dengan pemisahan 

variabel berupa: 

1.1. 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ሺ𝑥2 + 𝑦2ሻ ln
𝑦

𝑥
 

1.2. 4 cos2 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦 = 0 

1.3. 𝑦 ln 𝑥 = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

1.4. 𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

1.5. 𝑥𝑦′ − 𝑦 − 𝑥 sin
𝑦

𝑥
= 0 

(Darmawijoyo, 2011; DA Sari, 2018). 

 

Penyajian berikut memberikan langkah penyelesaian bagi pemula 

dengan memperhatikan konsep turunan, integral, dan identitas 

trigonometri. 
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.1 

Tentukan orde dari persamaan berikut 

𝒇ሺ𝒙, 𝒚ሻ = (𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) 𝐥𝐧
𝒚

𝒙
 

 

Penyelesaian: 

BANTUAN PEMISALAN 

𝒚 = 𝒖𝒙  ~ 
𝒚

𝒙
= 𝒖 

 

Selanjutnya, persamaan yang diberikan adalah 

𝒇ሺ𝒙, 𝒚ሻ = (𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) 𝐥𝐧
𝒚

𝒙
 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = (𝑥2 + 𝒖𝟐𝒙𝟐) ln
𝒖𝒙

𝑥
 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ሺ𝑥2 + 𝑢2𝑥2ሻ ln 𝑢 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = 𝑥2ሺ1 + 𝑢2ሻ ln 𝑢 

 

Diketahui dari persamaan (1) dan (2) bahwa  

𝐴ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑑𝑥 + 𝐵ሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑑𝑦 = 0 

𝐴ሺ𝑥, 𝑦ሻ = 𝑥𝑛 𝑠ሺ𝑢ሻ dan 𝐵ሺ𝑥, 𝑦ሻ = 𝑥𝑛 𝑡ሺ𝑢ሻ 

(PD 1) 

(PD 2) 

 

dengan nilai 𝑛 adalah orde dari persamaan diferensial 

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = 𝑥𝟐ሺ1 + 𝑢2ሻ ln 𝑢 

 

Selanjutnya, nilai dari 𝑥𝒏 = 𝑥𝟐 maka 𝒏 =  𝟐 dan merupakan orde 

dari persamaan soal 1 yang diberikan. 

 

Jika persamaan  

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ = ሺ𝑥2 + 𝑦2ሻ ln
𝑦

𝑥
 

hendak diselesaikan menggunakan persamaan diferensial 

homogen maka merujuk kembali ke bentuk awalnya yang 

seharusnya pada (PD 1). Persamaan pada soal ini bukanlah 

merupakan Persamaan Diferensial Homogen dan juga bukanlah 

persamaan diferensial yang ditandai adanya 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 maupun 

turunan variabel lainnya. 
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.2 

Tentukan penyelesaian dari persamaan berikut 

𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒚  𝒅𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 𝒅𝒚 = 𝟎 

 

Penyelesaian: 

Untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial, lakukan 

pemisahan variabel 𝑥 dan 𝑦 sesuai ruas kelompoknya dengan 

melakukan modifikasi. 

4 cos2 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦 = 0 

4 cos2 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦 = 0  | ÷ ሺcos2 𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥ሻ  

4
cos2 𝑦

cos2 𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥
 𝑑𝑥 +

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥

cos2 𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥
 𝑑𝑦 =

0

cos2 𝑦 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥
   

4
1

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥
 𝑑𝑥 +

1

cos2 𝑦
 𝑑𝑦 = 0 

 

Pergunakan Tabel 2 untuk menangani bentuk lain dari aturan 

trigonometri. 

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus 
1

sin 𝐴
= 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐴 

1

cos 𝐵
= sec 𝐵 

1

tan 𝐶
= cot 𝐶 

 

4
1

𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙
 𝑑𝑥 +

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒚
 𝑑𝑦 = 0 

4
1

ሺ𝟏/ 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙ሻ
 𝑑𝑥 + (𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒚) 𝑑𝑦 = 0 

4 sin2 𝑥  𝑑𝑥 + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

 

Modifikasi bentuk lain dari sin2 𝑥 dan sec2 𝑥 dengan disesuaikan 

kebutuhan dalam penyelesaian soal ini. Pilih data di Tabel 2 dengan 

menghindari trigonometri berpangkat seperti sin2 𝑥, cos2 𝑥, tan2 𝑥, 

dan cot2 𝑥. Keempat hal tersebut menyulitkan ke proses integral 

dari suatu trigonometri. 

Tabel 1. Aturan penurunan 

sin 𝐸 = cos 𝐸 𝑑𝐸 

cos 𝐹 =  − sin 𝐹  𝑑𝐹 

tan 𝐺 = sec2 𝐺  𝑑𝐺 

cot 𝐻 = − cosec2 𝐻  𝑑𝐻 

sec 𝐾 = sec 𝐾 tan 𝐾  𝑑𝐾 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐿 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐿 cot 𝐿 𝑑𝐿 
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Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus 

sin 2𝐴 = 2 sin 𝐴 cos 𝐴 

sin 4𝐵 = 2 sin 2𝐵 cos 2𝐵 
tan 2𝐸 =

2 tan 𝐸

1 − tan2 𝐸
 

tan 8𝐹 =
2 tan 4𝐹

1 − tan2 4𝐹
 

cos 2𝐶 = cos2 𝐶 − sin2 𝐶 

cos 2𝐶 = 2 cos2 𝐶 − 1 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝑪 = 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝑪 

cos 6𝐷 = cos2 3𝐷 − sin2 3𝐷 

cos 6𝐷 = 2 cos2 3𝐷 − 1 

cos 6𝐷 = 1 − 2 sin2 3𝐶 

 

 

4 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙  𝑑𝑥 + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

4 ൬
𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙

𝟐
൰  𝑑𝑥 + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

2ሺ𝟏 − 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙ሻ 𝑑𝑥 + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

2 𝑑𝑥 − 2 cos 2𝑥  𝑑𝑥 + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

 

Pengintegralan membutuhkan bentuk lain dari cos 2𝑥  𝑑𝑥  

BANTUAN PEMISALAN 

𝑴 = 𝟐𝒙 

𝑑𝑀 = 𝟐 𝒅𝒙 

 

2 𝑑𝑥 − 2 cos 𝟐𝒙  𝑑𝑥 + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

2 𝑑𝑥 − cos 𝟐𝒙 ሺ𝟐 𝒅𝒙ሻ + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

2 𝑑𝑥 − cos 𝑴 ሺ𝒅𝑴ሻ + sec2 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

2 ∫ 𝑑𝑥 − ∫ cos 𝑴  𝒅𝑴 + ∫ sec2 𝑦  𝑑𝑦 = ∫ 0 

2𝑥 − sin 𝑀 + tan 𝑦 = 𝐶 

2𝑥 − sin 2𝑥 + tan 𝑦 = 𝐶 

 

Dengan demikian penyelesaian persamaan diferensial dari 

KESIMPULAN 

Soal  

4 cos2 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑦 = 0  

Jawaban 

2𝑥 − sin 2𝑥 + tan 𝑦 = 𝐶 
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.3 

Tentukan penyelesaian dari persamaan berikut 

𝒚 𝐥𝐧 𝒙 = 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

 

Penyelesaian: 

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial ini, lakukan 

pemisahan variabel 𝑥 dan 𝑦 sesuai ruas kelompoknya dengan 

melakukan modifikasi. 

𝑦 ln 𝑥 = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑦 ln 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑑𝑦   |  ÷ 𝑥𝑦 
𝑦 ln 𝑥

𝑥𝑦
𝑑𝑥 =

𝑥

𝑥𝑦
 𝑑𝑦    

1

𝑥
ln 𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝑦
 𝑑𝑦    

 

Setelah dilakukan pemisahan variabel, langkah selanjutnya adalah 

pengintegralan karena di ruas 𝑑𝑥 hanya memiliki variabel 𝑥 dan 

sebaliknya. Hal ini memenuhi penyelesaian persamaan 

diferensial orde satu dengan metode pemisahan variabel. 

Kemudian, pengintegralan bagian 𝑑𝑥 membutuhkan Tabel 1 dan 

diturutsertakan bantuan berupa pemisalan. 

 

Tabel 1. Aturan penurunan 

𝑒𝐹 = 𝑒𝐹𝑑𝐹 

ln 𝐺 =
1

𝐺
 𝑑𝐺 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝑲 = 𝒍𝒏 𝒙 

𝒅𝑲 =
𝟏

𝒙
 𝒅𝒙 
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1

𝑥
ln 𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝑦
 𝑑𝑦    

ሺ𝐥𝐧 𝒙ሻ
𝟏

𝒙
𝒅𝒙 =

1

𝑦
 𝑑𝑦    

ሺ𝑲ሻ𝒅𝑲 =
1

𝑦
 𝑑𝑦    

𝐾 𝑑𝐾 −
1

𝑦
𝑑𝑦 = 0    

 

∫ 𝐾 𝑑𝐾 − ∫
1

𝑦
 𝑑𝑦 = ∫ 0 

1

2
𝐾2 − ln 𝑦 = 𝐶 

1

2
ሺln 𝑥ሻ2 − ln 𝑦 = 𝐶 

 

Dengan demikian penyelesaian persamaan diferensial dari 

KESIMPULAN 

Soal  

𝑦 ln 𝑥 = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  

Jawaban 
1

2
ሺln 𝑥ሻ2 − ln 𝑦 = 𝐶 
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PERSAMAAN DIFERENSIAL No 1.4 

Tentukan penyelesaian dari persamaan berikut 

𝒆𝒙+𝟏 𝐭𝐚𝐧 𝒚 𝒅𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒚 𝒅𝒚 = 𝟎 

 

Penyelesaian: 

Untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial, lakukan 

pemisahan variabel 𝑥 dan 𝑦 sesuai ruas kelompoknya dengan 

melakukan modifikasi. Kebutuhan trial and error dapat diterapkan 

untuk melihat berbagai kemungkinan penyelesaian soal ini. 

 

 

Trial and error (1) 

Langkah (1) ini menjadi dugaan dan pembuktian cara yang sesuai 

dengan teknik menurunkan atau mengintegralkan sebuah 

pemisalan persamaan. 

 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 | ÷ tan 𝑦 

𝑒𝑥+1
tan 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑦 =

0

tan 𝑦
 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬cos 𝑦 ×
cos 𝑦

sin 𝑦
൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝑨 = 𝐬𝐢𝐧 𝒚 

𝑑𝐴 = cos 𝑦  𝑑𝑦 

 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + cos 𝑦
1

sin 𝑦
cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝐴 𝑑𝐴 = 0 
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Dari pemisalan 𝑨 = 𝐬𝐢𝐧 𝒚 terhadap persoalan ini menginginkan 

variabel 𝑦 berubah menjadi variabel 𝐴. Namun, bantuan tersebut 

memberikan sisa variabel 𝑦 berupa cos 𝑦. Penyelesaian ini tidak 

dapat dilanjutkan. Pengamat apabila tidak memahami ini akan 

menganggap bahwa cos 𝑦 adalah konstanta karena di luar variabel 

𝐴. Yang selanjutnya dilakukan adalah melakukan pemisalan 

lainnya ataupun modifikasi dengan memanfaatkan sifat 

trigonometri (tersaji pada Tabel 1 dan Tabel 2). 

 

 

Trial and error (2) 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 | ÷ tan 𝑦 

𝑒𝑥+1
tan 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑦 =

0

tan 𝑦
 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬cos 𝑦 ×
cos 𝑦

sin 𝑦
൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝑩 = 𝐜𝐨𝐬 𝒚 

𝑑𝐵 = −sin 𝑦  𝑑𝑦 

−
𝑑𝐵

sin 𝑦
= 𝑑𝑦 

 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos 𝑦

sin 𝑦
cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos 𝑦

sin 𝑦
𝐵 ൬ −

𝑑𝐵

sin 𝑦
൰ = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 −
cos 𝑦

sin2 𝑦
ሺ 𝐵 𝑑𝐵ሻ = 0 
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Dari pemisalan 𝑩 = 𝐜𝐨𝐬 𝒚 terhadap persoalan ini menginginkan 

variabel 𝑦 berubah menjadi variabel 𝐵. Namun, bantuan tersebut 

memberikan sisa variabel 𝑦 berupa cos 𝑦 dan sin2 𝑦 . Penyelesaian 

ini tidak dapat dilanjutkan. 

 

 

Trial and error (3) 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 | ÷ tan 𝑦 

𝑒𝑥+1
tan 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑦 =

0

tan 𝑦
 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬cos 𝑦 ×
cos 𝑦

sin 𝑦
൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

 

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus 

𝑠𝑖𝑛2𝑦 + 𝑐𝑜𝑠2𝑦 = 1 

𝑐𝑜𝑠2𝑦 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦 

𝑠𝑖𝑛2𝐴 + 𝑐𝑜𝑠2𝐴 = 1 

𝑡𝑎𝑛2𝐵 + 1 = 𝑠𝑒𝑐2𝐵 

1 + 𝑐𝑜𝑡2𝐶 = 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝐶 

 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ቆ
1

sin 𝑦
−

𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
ቇ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝑪 = 𝐬𝐢𝐧 𝒚 

𝑑𝐶 = cos 𝑦 𝑑𝑦 
𝑑𝐶

cos 𝑦
= 𝑑𝑦 
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𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

𝐶
− 𝐶൰

𝑑𝐶

cos 𝑦
= 0 

 

Dari pemisalan 𝑪 = 𝐬𝐢𝐧 𝒚 terhadap persoalan ini menginginkan 

variabel 𝑦 berubah menjadi variabel 𝐶. Namun, bantuan tersebut 

memberikan sisa variabel 𝑦 berupa cos 𝑦. Selain itu, apabila nilai  

ሺ1/𝐶ሻ 𝑑𝐶 diintegralkan maka hasilnya berupa ln 𝐶. Hal ini 

bertentangan dengan konsep trigonometri berikut. 

 

Tabel 1. Aturan penurunan untuk trigonometri 

sin 𝐴 = cos 𝐴 𝑑𝐴 

cos 𝐵 = − sin 𝐵  𝑑𝐵 

tan 𝐶 = sec2 𝐶  𝑑𝐶 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 cot 𝐷  𝑑𝐷 

sec 𝐸 = sec 𝐸 tan 𝐸  𝑑𝐸 

cot 𝐹 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝐹  𝑑𝐹 

 

Kesalahannya di pemisalan tersebut adalah integral dari ሺ1/

sin 𝑦ሻ 𝑑𝑦 dengan ሺ1/𝐶ሻ 𝑑𝐶. Hasil yang didapatkan berbeda dan 

mengabaikan sifat sin 𝑦 cos 𝑦 tan 𝑦 ketika diturunkan ataupun 

diintegralkan. Ketika menangani sifat sin 𝑦 maka hasilnya berupa 

cos 𝑦, dan demikian sifat untuk cos 𝑦 dan tan 𝑦 (Konsep Sifat 

Trigonometri, tersaji pada Tabel 1 dan Tabel 2). Penyelesaian ini 

tidak dapat dilanjutkan. 
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Trial and error (4) 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 | ÷ tan 𝑦 

𝑒𝑥+1
tan 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑦 =

0

tan 𝑦
 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬cos 𝑦 ×
cos 𝑦

sin 𝑦
൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ቆ
1

sin 𝑦
−

𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
ቇ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

 

Tabel 2. Identitas dasar sinus dan cosinus 
1

sin 𝐴
= 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐴 

1

cos 𝐵
= sec 𝐵 

1

tan 𝐶
= cot 𝐶 

 

 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ሺ𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 − sin 𝑦ሻ𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 𝑑𝑦 − sin 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦  𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

Dari Tabel 1, pengintegralan 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 𝑑𝑦 mengalami kesulitan 

karena hasil integral tidak tersaji dari sifat trigonometri tersebut. 

Lakukan bantuan lainnya berupa pemisalan untuk mengupayakan 

penyelesaian. 
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BANTUAN PEMISALAN 

𝑫 = 𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄 𝒚  

𝑑𝐷 = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 cot 𝐷 𝑑𝑦 
𝑑𝐷

−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 cot 𝐷
= 𝑑𝑦 

 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦  𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦  𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ 𝐷  ൬
𝑑𝐷

−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 cot 𝐷
൰ ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ ൬−
1

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 cot 𝐷
൰  𝐷 𝑑𝐷 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

Hasil ini menimbulkan permasalahan baru karena proses 

pengintegralan berupa 2 komponen, 𝐷 ሺ, dan 1 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝐷 cot 𝐷⁄ ሻ 

terhadap variabel 𝐷. Penyelesaian ini tidak dapat dilanjutkan. 
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Trial and error (5) 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 | ÷ tan 𝑦 

𝑒𝑥+1
tan 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑦 =

0

tan 𝑦
 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬cos 𝑦 ×
cos 𝑦

sin 𝑦
൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ቆ
1

sin 𝑦
−

𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
ቇ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 𝑑𝑦 − sin 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦  𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄 𝒚  

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 ×
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦
 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦
 

 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦  𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ ቆ
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦
ቇ 𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝑬 = 𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄 𝒚 + 𝒄𝒐𝒕 𝒚 

𝑑𝐸 = ሺ−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦  𝑑𝑦ሻ + ሺ−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 𝑑𝑦ሻ 

𝑑𝐸 = −ሺ𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦ሻ 𝑑𝑦 

−𝑑𝐸 = ሺ𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦ሻ 𝑑𝑦 
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∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ ቆ
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦
ቇ 𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ ൬
1

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦
ሺ൰ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦 ሻ𝑑𝑦

∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

Bentuk ini telah mencapai tahapan pemisahan variabel 𝑥 dan 𝑦. 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ ൬
1

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦
ሺ൰ 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 cot 𝑦 ሻ𝑑𝑦

∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫ ൬
1

𝐸
ሺ൰ −𝑑𝐸ሻ ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 − ∫
1

𝐸
𝑑𝐸 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

BANTUAN PEMISALAN 

𝑭 = 𝒙 + 𝟏 

𝑑𝐹 = ሺ1 + 0ሻ𝑑𝑥 

𝑑𝐹 = 𝑑𝑥 

 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 − ∫
1

𝐸
𝑑𝐸 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 − ∫
1

𝐸
𝑑𝐸 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

∫ 𝑒𝐹 𝑑𝐹 − ∫
1

𝐸
𝑑𝐸 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

Tabel 1. Aturan penurunan 

𝑒𝐹 = 𝑒𝐹𝑑𝐹 

ln 𝐺 =
1

𝐺
 𝑑𝐺 
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∫ 𝑒𝐹 𝑑𝐹 − ∫
1

𝐸
𝑑𝐸 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

𝑒𝐹 − ln 𝐸 ሺ− − cos 𝑦ሻ = 𝐶 

𝑒𝑥+1 − lnሺ𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦ሻ + cos 𝑦 = 𝐶 

 

Dengan demikian penyelesaian persamaan diferensial dari 

KESIMPULAN (TRIAL AND ERROR 5) 

Soal  

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0  

Jawaban 

𝑒𝑥+1 − lnሺ𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 𝑦 + 𝑐𝑜𝑡 𝑦ሻ

+ cos 𝑦 = 𝐶 

 

 

 

Trial and error (6) 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1 tan 𝑦 𝑑𝑥 + cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 | ÷ tan 𝑦 

𝑒𝑥+1
tan 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

tan 𝑦
𝑑𝑦 =

0

tan 𝑦
 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬cos 𝑦 ×
cos 𝑦

sin 𝑦
൰ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
cos2 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 +
1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ቆ
1

sin 𝑦
−

𝑠𝑖𝑛2𝑦

sin 𝑦
ቇ 𝑑𝑦 = 0 

𝑒𝑥+1𝑑𝑥 + ൬
1

sin 𝑦
− sin 𝑦൰ 𝑑𝑦 = 0 

∫ 𝑒𝑥+1 𝑑𝑥 + ∫
1

sin 𝑦
 𝑑𝑦 ∫− sin 𝑦 𝑑𝑦 = ∫ 0 

 

BANTUAN PEMISALAN  
𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒚
 𝒅𝒚  

sin 𝑦

𝑠𝑖𝑛2𝑦
𝑑𝑦 =

sin 𝑦

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑦
𝑑𝑦 

𝑆 = cos 𝑦 

𝑑𝑆 = − sin 𝑦 𝑑𝑦 

−𝑑𝑆 = sin 𝑦 𝑑𝑦 


