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BAB 1 

Metode Pembuktian dan Beberapa 

Notasi 

1.1 Metode Pembuktian 

Perhatikan dua pernyataan “𝐴” dan “𝐵”, yang mana keduanya dapat bernilai benar dan 

salah. Sebagai contoh, misalkan “𝐴” adalah pernyataan “John adalah mahasiswa teknik”, dan 

“𝐵” adalah pernyataan “John mengambil mata kuliah optimisasi.” Kedua pernyataan dapat 

digabungkan menjadi pernyaatan lain seperti, “𝐴” dan “𝐵” atau “𝐴” atau “𝐵”. Pada contoh, “𝐴” 
dan “B” berarti “John adalah mahasiswa teknik, dan dia mengambil mata kuliah optimisasi.” 

Kita juga dapat membentuk pernyataan seperti "𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴", "𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵", "𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 (𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝐵)", dan 

seterusnya. Untuk contoh, "𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴" berarti "John bukan mahasiswa teknik." Kebenaran atau 

kesalahan dari pernyataan gabungan tergantung pada kebenaran atau kesalahan pernyataan asli, "𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝐵. " Hubungan ini dinyatakan dengan tabel kebenaran; lihat Tabel 1.1 dan 1.2. 

Dari Tabel 1.1 dan 1.2, mudah untuk dilihat bahwa pernyataan "𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 (𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝐵)" 

adalah setara dengan "(𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴) atau (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)" (lihat Latihan 1.3). Ini disebut hukum 

DeMorgan. Dalam membuktikan pernyataan, akan lebih mudah untuk mengungkapkan 

pernyataan gabungan dengan kondisional, seperti “A menyiratkan B,” yang kami nyatakan 

sebagai “𝐴 ⟹ 𝐵.” Kondisional “𝐴 ⟹ 𝐵” hanyalah pernyataan gabungan “(𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝐵,” 

dan sering juga dibaca “A hanya jika B,” atau “jika A maka B”, atau “A cukup untuk B”, atau “B 

diperlukan untuk A”. 

1 



Kita dapat menggabungkan dua pernyataan bersyarat untuk membentuk pernyataan 

bikondisional dari bentuk “𝐴 ⇔ 𝐵,” yang berarti “(𝐴 ⟹ 𝐵) dan (𝐵 ⟹ 𝐴)”. Pernyataan “𝐴 ⇔𝐵” berbunyi “A jika dan hanya jika B”, atau “A setara dengan B,” atau “A diperlukan dan cukup 

untuk B.” Tabel kebenaran untuk pernyataan bersyarat dan bikondisional diberikan pada Tabel 

1.3. 

Tabel 1.1 Tabel Kebenaran untuk “𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝐵” dan “𝐴 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝐵” 
A B A dan B A atau B 

F F F F 

F T F T 

T F F T 

T T T T 

Tabel 1.2 Tabel Kebenaran untuk “𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴” 
A Bukan A 

F T 

T F 

Tabel 1.3 Tabel Kebenaran untuk Kondisional dan Bikondisional 

A B A⟹B A A⇔B 

F F T T T 

F T T F F 

T F F T F 

T T T T T 

Sangat mudah untuk memverifikasi, dengan menggunakan tabel kebenaran, bahwa pernyataan 

“𝐴 ⟹ 𝐵” setara dengan pernyataan “(𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵) ⟹ (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴)”. Yang terakhir disebut 

kontrapositif dari yang pertama.  
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Jika kita mengambil kontrapositif dengan Hukum DeMorgan, kita memperoleh pernyataan 

bahwa “𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛(𝐴 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝐵)” sama dengan “(𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴) 𝑑𝑎𝑛 (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)”. 

Sebagian besar pernyataan yang diselesaikan memiliki bentuk “𝐴 ⟹ 𝐵”.  Untuk membuktikan 

pernyataan seperti itu, kita dapat menggunakan salah satu dari tiga teknik berbeda berikut: 

1. Metode langsung 

2. Bukti dengan kontraposisi 

3. Buktikan dengan kontradiksi atau reductio ad absurdum. 

Dalam kasus metode langsung, kita mulai dengan “𝐴”, kemudian menyimpulkan rantai berbagai 

konsekuensi untuk diakhiri dengan “𝐵”. 

 Metode yang berguna untuk membuktikan pernyataan adalah pembuktian dengan 

kontraposisi, berdasarkan ekivalensi pernyataan “𝐴 ⇒ 𝐵” dan “(𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵) ⇒ (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴)”. Kita 

mulai dengan “𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵”, kemudian simpulkan berbagai konsekuensi untuk diakhiri dengan 

“𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴” sebagai kesimpulan. Metode pembuktian lain yang kita gunakan adalah pembuktian 

dengan kontradiksi, berdasarkan ekivalensi pernyataan “𝐴 ⇒ 𝐵” dan 

“𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 (𝐴 𝑑𝑎𝑛 (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)). " Di sini kita mulai dengan “𝐴 𝑑𝑎𝑛 (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)” dan turunkan 

kontradiksi. 

 Metode pembuktian lain yang kita gunakan adalah pembuktian dengan kontradiksi, 

berdasarkan ekivalensi pernyataan “𝐴 ⇒ 𝐵” dan “𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 (𝐴 𝑑𝑎𝑛 (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)).” Di sini kita 

mulai dengan “𝐴 𝑑𝑎𝑛 (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)” dan turunkan kontradiksi. Terkadang, kami menggunakan 

prinsip induksi untuk membuktikan pernyataan. Prinsip ini dapat dinyatakan sebagai berikut. 

Asumsikan bahwa properti tertentu dari bilangan bulat positif memenuhi kondisi berikut: 

 Bilangan 1 memiliki sifat ini 

 Jika bilangan n memiliki sifat ini, maka bilangan 𝑛 + 1 juga memilikinya. 

Prinsip induksi menyatakan bahwa di bawah asumsi ini setiap bilangan bulat positif memiliki 

sifat. 

 Prinsip induksi mudah dipahami dengan menggunakan argumen intuitif berikut. Jika 

angka 1 memiliki sifat yang diberikan maka kondisi kedua menyiratkan bahwa angka 2 memiliki 
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properti. Tetapi, sekali lagi, kondisi kedua menyiratkan bahwa angka 3 memiliki sifat ini, dan 

seterusnya. Prinsip induksi adalah pernyataan formal dari penalaran intuitif ini. 

1.2 Notasi  

 Jika 𝑋 adalah himpunan, maka dapat dituliskan 𝑥 ∈ 𝑋 yang berarti 𝑥 adalah anggota 𝑋. 

Jika 𝑥 bukan anggota himpunan 𝑋, ditulis 𝑥 ∉ 𝑋. Kami juga menggunakan "notasi kurung 

kurawal" untuk himpunan, dengan menuliskan beberapa elemen pertama dari suatu himpunan 

diikuti oleh tiga titik. Misalnya, {𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3, . . . } adalah himpunan yang memuat elemen x1, x2, 

x3, dan seterusnya. Atau, kita dapat secara eksplisit menunjukkan hukum pembentukan. 

Misalnya, {𝑥 ∶  𝑥 ∉ ℝ, 𝑥 > 5} berbunyi “kumpulan semua 𝑥 sedemikian sehingga x adalah 

bilangan real dan x lebih besar dari 5”. Tanda titik dua setelah x berbunyi “sedemikian 

sehingga”. Notasi alternatif untuk himpunan yang sama adalah {𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑥 > 5}. 
 Jika 𝑿 dan 𝒀 himpunan, maka dapat dituliskan 𝑋 ⊂ 𝑌 yang berarti bahwa setiap elemen 𝑋 juga sebuah elemen dari 𝑌. Dalam hal ini, kita katakan bahwa 𝑋 adalah himpunan bagian dari 𝑌. Jika 𝑋 dan 𝑌 adalah himpunan, maka kita tunjukkan dengan 𝑋 \ 𝑌 ("𝑋 𝑑𝑖𝑘𝑢𝑟𝑎𝑛𝑔𝑖 𝑌") 

himpunan semua titik di 𝑋 yang tidak ada di 𝑌. Perhatikan bahwa 𝑋 \ 𝑌 adalah himpunan bagian 

dari 𝑋. Notasi 𝑓 ∶  𝑋 → 𝑌 berarti "f adalah fungsi dari himpunan 𝑋 ke himpunan 𝑌" Simbol∶= 

menunjukkan tugas aritmatika. Jadi, pernyataan dalam bentuk 𝑥 ∶=  𝑦 berarti "𝑥 menjadi 𝑦." 

Simbol  berarti "sama dengan menurut definisi." 

Latihan Soal: 

1.1 Buatlah tabel kebenaran untuk pernyataan "(𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐵)  ⇒  (𝑏𝑢𝑘𝑎𝑛 𝐴)", dan gunakan untuk 

menunjukkan bahwa pernyataan ini setara dengan pernyataan "𝐴 ⇒ 𝐵. " 
Penyelesaian: 

A B Bukan A Bukan B AB (bukan B) (bukan A) 

F F T T T T 

F T T F T T 

T F F T F F 

T T F F T T 
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1.2 Buatlah tabel kebenaran untuk pernyataan “bukan (A dan (bukan B))”, dan gunakan untuk 

tunjukkan bahwa pernyataan ini ekuivalen dengan pernyataan "𝐴 ⇒ 𝐵. " 
Penyelesaian: 

A B Bukan A Bukan B AB Bukan(A dan (bukan B) 

F F T T T T 

F T T F T T 

T F F T F F 

T T F F T T 

 

1.3 Buktikan Hukum De Morgan dengan membuat tabel kebenaran yang sesuai. 

Penyelesaian: 

A B Bukan (A dan B) Bukan A Bukan B (bukan A) atau (bukan B) 

F F T T T T 

F T T T F T 

T F T F T T 

T T F F F F 

 

1.4 Buktikan bahwa untuk setiap pernyataan A dan B, kita memiliki "𝐴 ⇔ (𝐴 𝑑𝑎𝑛 𝐵) atau (A 

dan (bukan B))." Ini berguna karena memungkinkan kita untuk membuktikan pernyataan A 

dengan membuktikan keduanya kasus terpisah "(A dan B)," dan "(A dan (bukan B))." 

Misalnya, untuk membuktikan bahwa |𝑥| ≥ 𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ, kita buktikan secara 

terpisah kasus "|𝑥|  >  𝑥 dan 𝑥 >  0," dan "|𝑥|  >  𝑥 dan 𝑥 <  0." Membuktikan kedua 

kasus ternyata lebih mudah daripada membuktikan langsung pernyataan |𝑥| ≥ 𝑥 (lihat 

Bagian 2.4 dan Latihan 2.4) 

Penyelesaian: 

A B A dan B A dan (bukan B) (A dan B) atau (A dan (bukan B)) 

F F F F F 

F T F F F 
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T F F T T 

T T T F T 

 

1.5 (Latihan ini diambil dari [17, hlm. 80-81]) Misalkan Anda diberikan empat kartu, disusun 

berjajar. Setiap kartu memiliki huruf di satu sisi dan angka di sisi lain. Di sisi kartu yang 

terlihat dicetak simbol: Tentukan kartu mana yang harus Anda balikkan untuk memutuskan 

apakah aturan berikut ini benar atau salah: "Jika ada vokal di satu sisi kartu, maka ada angka 

genap sisi lain.” 

Penyelesaian: 

Kartu yang harus balikkan adalah 3 dan A. Kartu yang tersisa tidak relevan dengan 

kebenaran atau kepalsuan aturan. Kartu dengan S tidak relevan karena S bukan vokal. Kartu 

dengan 8 tidak relevan karena aturan tidak mengatakan bahwa jika sebuah kartu memiliki 

nomor genap di satu sisi, maka ia memiliki vokal di sisi lain. Membalik kartu A secara 

langsung memverifikasi aturan, sementara membalik kartu 3 memverifikasi kontraposisi.  
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BAB 2 

 

RUANG VEKTOR DAN MATRIKS 

 

 

2.1 Ruang Vektor 

 Kita definisikan bahwa 𝑛-vektor kolom menjadi 𝑛-array dinotasikan oleh : 

𝒂 = [𝑎1𝑎2⋮𝑎𝑛] 

Bilangan 𝑎𝑖 disebut sebagai komponen ke-𝑖 dari vektor 𝑎. Himpunan bilangan real dinotasikan 

dengan ℝ, dan himpunan dari 𝑛-vektor kolom dengan komponennya adalah bilangan real 

dinotasikan dengan ℝ𝑛. Kita sebut ℝ𝑛 sebagai ruang vektor berdimensi 𝑛. Kita biasa 

menyatakan elemen ℝ𝑛 dengan menggunakan huruf kecil yang dicetak tebal, misalnya, 𝒙. 

Komponen dari 𝒙 ∈ ℝ𝑛 dinotasikan dengan  𝑥1, … , 𝑥𝑛. 

Kita definisikan 𝑛-vektor baris sebagai berikut : [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] 
Transpos dari vektor kolom yang diberikan a adalah vektor panah dengan elemen yang sesuai, 

dilambangkan dengan 𝑎𝑇. Misalnya, jika 

𝒂 = [𝑎1𝑎2⋮𝑎𝑛] 

Maka : 𝒂𝑻 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] 
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Sedemikian sehingga secara ekuivalen, kita dapat menuliskannya 𝒂 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛]𝑇  . Dua 

vektor misalnya 𝒂 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛]𝑇 dan 𝒃 = [𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛]𝑇 adalah ekuivalen jika 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖, 
dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Jumlah dari vektor 𝒂 dan vektor 𝒃, dinotasikan dengan 𝒂 + 𝒃, sedemikian 

sehingga vektornya dapat diuraikan menjadi 𝒂 + 𝒃 = [𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛]𝑇 

Operasi penjumlahan vektor memiliki sifat-sifat sebagai berikut : 

1) Komutatif : 𝒂 + 𝒃 = 𝒃 + 𝒂 

2) Asosiatif : (𝒂 + 𝒃) + 𝒄 = 𝒂 + (𝒃 + 𝒄). 
3) Vektor Nol 𝟎 = [0, 0,… ,0]𝑇 

Sedemikian sehingga  𝒂 + 𝟎 = 𝟎 + 𝒂 = 𝒂 

Vektor  [𝑎1 − 𝑏1, 𝑎2 − 𝑏2, … , 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛]𝑇 

Disebut selisih antara 𝒂 dan 𝒃, dan dinotaskan dengan 𝒂 − 𝒃. Vektor 𝟎 − 𝒃 dapat dinotasikan 

dengan −𝒃. Perhatikan bahwa 𝒃 + (𝒂 − 𝒃) = 𝒂 − (−𝒃) = 𝒃            − (𝒂 − 𝒃) = 𝒃 − 𝒂 

Vektor 𝒃 − 𝒂 adalah solusi tunggal dari persamaan vector 𝒂 + 𝒙 = 𝒃 

Sesungguhnya, misalkan 𝒙 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛]𝑇 adalah solusi untuk 𝒂 + 𝒙 = 𝒃. Maka 𝒂𝟏 + 𝒙𝟏 = 𝒃𝟏𝒂𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝒃𝟐 ⋮ 𝒂𝒏 + 𝒙𝒏 = 𝒃𝒏 

Dengan demikian 𝒙 = 𝒃 − 𝒂 

Kita definisikan operasi perkalian dari vektor 𝑎 ∈ ℝ𝑛 terhadap skalar 𝑎 ∈ ℝ sebagai berikut 𝛼𝒂 = [𝛼𝑎1, 𝛼𝑎2, … , 𝛼𝑎𝑛]𝑇 

Operasi tersebut mengikuti sifat-sifat berikut : 
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1) Distributif : untuk setiap skalar 𝛼 dan 𝛽, 𝛼(𝒂 + 𝒃) = 𝛼𝒂 + 𝛼𝒃 (𝛼 + 𝛽)𝑎 = 𝛼𝒂 + 𝜷𝒂 

2) Asosiatif: 𝛼(𝛽𝒂) = (𝛼𝛽)𝒂 

3) Skalar 1 memenuhi: 1𝒂 = 𝒂 

4) Setiap skalar 𝛼 memenuhi 𝛼𝟎 = 𝟎 

5) Skalar 0 memenuhi : 0𝒂 = 𝟎 

6) Skalar -1 memenuhi: (−1)𝒂 = −𝒂 

 Ingat bahwa 𝛼𝒂 = 𝟎 jika dan hanya jika 𝜶 = 𝟎 atau 𝒂 = 𝟎. Untuk itu, perhatikan bahwa 𝛼𝑎 = 0 adalah ekuivalen dengan 𝛼𝑎1 = 𝛼𝑎2 = ⋯ = 𝛼𝑎𝑛 = 0. Jika 𝛼 = 0 atau 𝒂 = 𝟎, maka 𝛼𝒂 = 𝟎. Jika 𝒂 ≠ 𝟎, maka setidaknya satu dari komponen tersebut 𝑎𝑘 ≠ 0. Untuk komponen ini, 𝛼𝑎𝑘 = 0, dan karenanya kita harus memiliki 𝛼 = 0. Argumen serupa juga dapat diterapkan pada 

kasus saat 𝛼 ≠ 0.  

Sebuah himpunan vektor {𝑎1, … , 𝑎𝑘} adalah dikatakan bebas linear jika persamaan  𝛼1𝒂𝟏 + 𝛼2𝒂𝟐 + ⋯+ 𝛼𝑘𝒂𝒌 = 𝟎 

Menunjukan bahwa seluruh koefisien 𝛼𝑖, dengan 𝑖 = 1,… , 𝑘 adalah sama dengan nol. Himpunan 

vektor {𝑎1, . . . , 𝑎𝑘} bergantung linier jika tidak bebas linier. 

 Perhatikan bahwa himpunan yang tersusun dari vektor tunggal 0 adalah tidak bebas 

linear, jika 𝛼 ≠ 0 maka 𝛼𝟎 = 𝟎. Sesungguhnya, setiap himpunan dari vektor yang memuat 0 

adalah tidak bebas linear. Sebuah himpunan yang tersusun dari vektor tunggal taknol 𝒂 ≠ 𝟎 

adalah bebas linear saat 𝛼𝑎 = 0 yang berarti 𝜶 = 𝟎.  

Sebuah vektor 𝒂 dapat dikatakan menjadi kombinasi linear dari vektor 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 jika terdapat 

skalar 𝛼1, … , 𝛼𝑘  sedemikian sehingga 
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𝒂 = 𝛼1𝒂𝟏 + 𝛼2𝒂𝟐 + ⋯+ 𝛼𝑘𝒂𝒌 

Proposisi 2.1 Sebuah himpunan dari vektor {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘} adalah tidak bebas linear jika dan 

hanya jika salah satu vektor dari himpunan adalah kombinasi linear. 

Bukti. Jika {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘} adalah tidak bebas linear maka 𝛼1𝒂𝟏 + 𝛼2𝒂𝟐 + ⋯+ 𝛼𝑘𝒂𝒌 = 𝟎 

Dimana setidaknya terdapat satu dari skalar 𝛼𝑖 ≠ 0, sehingga 

𝑎𝑖 = −𝛼1𝛼𝑖 𝑎1 − 𝛼2𝛼𝑖 𝑎2 − ⋯− 𝛼𝑘𝛼𝑖 𝑎𝑘  

Misalkan bahwa 𝑎1 = 𝛼2𝑎2 + 𝛼3𝑎3 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑎𝑘 

Maka (−1)𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎𝑘 = 0 

Oleh karena skalar pertama adalah bukan nol, himpunan vektor {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘} adalah tidak 

bebas linear. Argumen yang sama juga berlaku jika 𝑎𝑖, dengan 𝑖 = 2,… , 𝑘, adalah kombinasi 

linear. 

Himpunan bagian 𝜈 dari ℝ𝑛 dikatakan sub-ruang dari ℝ𝑛 jika 𝜈 adalah tertutup pada 

operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar. Maka dari itu, jika 𝑎 dan 𝑏 adalah vektor pada 𝜈, maka vektor 𝑎 + 𝑏 dan 𝛼𝑎 juga pada 𝜈 untuk setiap skalar 𝛼. 

Setiap sub-ruang memuat nol vektor 0, jika 𝑎 adalah elemen dari sub-ruang, maka (−1)𝑎 = −𝑎. Oleh karenanya, 𝑎 − 𝑎 = 0 juga bagian dari sub-ruang. 

Misalkan 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘  menjadi vektor yang berubah-ubah di ℝ𝑛. Himpunan dari seluruh 

kombinasi linearnya disebut span dari 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘  dan dinotasikan sebagai berikut : 

span[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘] = {∑𝛼𝑖𝑎𝑖 ∶ 𝛼1, … , 𝛼𝑘 ∈ ℝ𝑘
𝑖=1 } 
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Diberikan sebuah vektor 𝑎, sub-ruang 𝑠𝑝𝑎𝑛[𝑎] memuat vektor 𝛼𝑎, dimana 𝛼 adalah bilangan 

real yang berubah-ubah (𝛼 ∈ ℝ). Perhatikan juga bahwa jika 𝑎 adalah kombinasi linear dari 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘  maka span[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘, 𝑎] = span[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘] 
Span dari setiap himpunan vektor adalah sub-ruang. 

Diberikan sub-ruang 𝜈, setiap himpunan vektor bebas linear {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘} ⊂ 𝜈 

sedemikian sehingga 𝜈 = 𝑠𝑝𝑎𝑛[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘] disebut sebagai basis dari sub-ruang 𝜈. Semua 

basis dari sub-ruang 𝜈 memuat vektor bilangan yang sama. Bilangan ini disebut dimensi dari 𝜈, 

dinotasikan dengan dim𝜈. 

Proposisi 2.2 Jika {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘} adalah sebuah basis dari 𝜈, maka setiap vektor 𝑎 dari 𝜈 

direpresentasikan tunggal sebagai 𝑎 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎𝑘  

dimana 𝛼𝑖 ∈ ℝ, dengan 𝑖 = 1,2,… , 𝑘. 

Bukti. Untuk membuktikan representasi tunggal dari 𝑎 berkenaan dengan basis vektor, 

asumsikan bahwa 𝑎 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎𝑘  

Dan 𝑎 = 𝛽1𝑎1 + 𝛽2𝑎2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑎𝑘 

Sekarang kita tunjukan bahwa 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖, dengan 𝑖 = 1,… , 𝑘. Kita memiliki 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎𝑘 = 𝛽1𝑎1 + 𝛽2𝑎2 + ⋯+ 𝛽𝑘𝑎𝑘 

Atau (𝛼1 − 𝛽1)𝑎1 + (𝛼2 − 𝛽2)𝑎2 + ⋯+ (𝛼𝑘 − 𝛽𝑘)𝑎𝑘 = 0 
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Karena himpunan {𝑎𝑖 ∶ 𝑖 = 1,2,… , 𝑘} adalah bebas linear, 𝛼1 − 𝛽1 = 𝛼2 − 𝛽2 = ⋯ = 𝛼𝑘 −𝛽𝑘 = 0, maka, 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖, dengan 𝑖 = 1,… , 𝑘. 

Misalkan kita memiliki sebuah basis {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘} dari 𝜈 dan sebuah vektor 𝑎 ∈ 𝜈 maka 𝑎 = 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎𝑘  

Koefisien 𝛼𝑖, dengan 𝑖 = 1,… , 𝑘, disebut koordinat dari 𝑎 dengan memperhatikan basis {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘}. 
Basis natural untuk ℝ𝑛 adalah himpunan vector 

𝑒1 = [   
  100⋮00]   

  , 𝑒1 = [   
  010⋮00]   

  , … , 𝑒1 = [   
  000⋮01]   

  
 

Alasan untuk menyebut vektor-vektor tersebut sebagai basis natural adalah 

𝑥 = [𝑥1𝑥2⋮𝑥𝑛] = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛 

Kita juga dapat mendefinisikan ruang vektor kompleks. Untuk itu, misalkan ℂ 

menunjukan himpunan bilangan kompleks, dan ℂ𝑛 adalah himpunan n-vektor kolom dengan 

komponen bilangan kompleks. Hal ini dapat di verifikasi sendiri, himpunan ℂ𝑛 memiliki sifat 

yang mirip dengan ℝ𝑛, dimana skalar dapat diambil dari bilangan kompleks 

2.2 Tingkatan Matriks 

 Matriks adalah susunan bilangan berbentuk persegi ataupun persegi panjang, biasanya 

dilambangkan dengan huruf kapital yang tebalm misalnya 𝑨. Suatu matriks dengan 𝑚 baris dan 𝑛 kolom disebut dengan matriks 𝑚 × 𝑛, dan dinotasikan sebagai berikut : 

𝐴 = [ 𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22 … 𝑎1𝑛⋮ 𝑎𝑚2⋮     …𝑎𝑚1 𝑎2𝑛      ⋱     …     ⋮ 𝑎𝑚𝑛 ] 
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Mari kita notasikan kolom ke 𝑘 dari matriks 𝐴 dengan 𝑎𝑘, maka dari itu 

𝑎𝑘 = [𝑎1𝑘𝑎2𝑘⋮𝑎𝑚𝑘] 
Jumlah maksimal kolom bebas linear dari matriks 𝐴 disebut tingkat dari matriks 𝐴, dinotasikan 

dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴. Perhatikan bahwa tingkat 𝐴 adalah dimensi dari 𝑠𝑝𝑎𝑛[𝑎1, … , 𝑎𝑛]. 
Proposisi 2.3 Tingkat dari matriks 𝐴 adalah invarian pada operasi berikut ini : 

1) Perkalian kolom matriks 𝐴 dengan skalar taknol 

2) Pertukaran kolom 

3) Penambahan ke kolom tertentu merupakan kombinasi linear dari kolom lainnya 

 

Bukti. 

1) Misalkan 𝑏𝑘 = 𝛼𝑘𝑎𝑘 , dimana 𝛼𝑘 ≠ 0, 𝑘 = 1,… , 𝑛, dan misalkan 𝐵 = [𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛]. 
Terlihat jelas bahwa span[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] = span[𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛] 
sehingga 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵 

2) Banyaknya vektor bebas linear tidak bergantung pada ordonya 

3) Misalkan 𝑏1 = 𝑎1 + 𝑐2𝑎2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑎𝑛 𝑏2 = 𝑎2 ⋮ 𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 

Jadi, untuk setiap 𝛼1, … , 𝛼𝑛 𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + ⋯+ 𝛼𝑛𝑎𝑛 = 𝛼1𝑎1 + (𝛼2 + 𝛼1𝑐2)𝑎2 + ⋯+ (𝛼𝑛 + 𝛼1𝑐𝑛)𝑎𝑛 

dan karena, span[𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛] ⊂ span[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] 
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Dilain sisi 𝑎1 = 𝑏1 − 𝑐2𝑏2 − ⋯− 𝑐𝑛𝑏𝑛 𝑎2 = 𝑏2 ⋮ 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛  

Karena, span[𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] ⊂ span[𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛] 
Oleh karena itu, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐵 

 

Berkaitan dengan setiap persegi (𝑛 × 𝑛) matriks 𝐴 adalah skalar yang disebut determinan 

darri matriks 𝑨, dinotasikan dengan det 𝑨 atau |𝐴|. Determinan matriks persegi adalah fungsi 

dari kolom-kolomnya dan memiliki sifat-sifat berikut : 

1) Determinan matriks 𝑨 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] adalah fungsi linear setiap kolom, maka dari 

itu det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝛼𝑎𝑘(1) + 𝛽𝑎𝑘(2), 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛] = 𝛼 det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘(1), 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛]+ 𝛽 det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘(2), 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛] 
Untuk setiap 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝑎𝑘(1), 𝑎𝑘(2) ∈ ℝ𝑛 

2) Jika untuk beberapa 𝑘 kita memiliki 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘+1, maka det 𝐴 = det[𝑎1, … , 𝑎𝑘 , 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛] = det[𝑎1, … , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘, … , 𝑎𝑛] = 0 

3) Misalkan 

𝐼𝑛 = [𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛] = [1 00 1 ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ 1] 

Dimana {𝑒1, … , 𝑒𝑛} adalah basis natural untuk ℝ𝑛. Kemudian, det 𝐼𝑛 = 1 

Perhatikan bahwa jika 𝛼 = 𝛽 = 0 pada sifat 1, maka det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 0, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛] = 0 
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Jadi, jika salah satu kolom adalah 0, maka determinannya sama dengan nol. 

Determinan tidak mengubah nilainya jika kita menambahkan ke kolom-kolom lain 

dikalikan dengan skalar. Ini mengikuti dari sifat 1 dan sifat 2 seperti yang ditunjukkan di bawah 

ini : det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘 + 𝛼𝑎𝑗 , 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑗] = det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑗] + 

                                                                   𝛼 det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑗 , … , 𝑎𝑛]                                     = det[𝑎1, … , 𝑎𝑛] 
Namun, determinan berubah tandanya jika kita menukar kolom. Untuk menunjukkan 

sifatnya perhatikan bahwa = det[𝑎1, … , 𝑎𝑘−1, 𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, … , 𝑎𝑛] = det[𝑎1, … , 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘−1, … , 𝑎𝑛]                              = det[𝑎1, … , 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘−1 − (𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1), … , 𝑎𝑛]= det[𝑎1, … , 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1, −𝑎𝑘, … , 𝑎𝑛]= −det[𝑎1, … , 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘 , … , 𝑎𝑛]                                            = −(det[𝑎1, … , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘 , … , 𝑎𝑛] + det[𝑎1, … , 𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘, … , 𝑎𝑛])= −det[𝑎1, … , 𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘 , … , 𝑎𝑛]           
Proposisi 2.4 Jika 𝑚 × 𝑛 (𝑚 ≥ 𝑛) matriks 𝐴 memiliki minor orde ke-𝑛 bukan nol, maka kolom-

kolom dari 𝐴 adalah bebas linear, yakni, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑛 

Bukti. Misalkan 𝐴 memiliki minor orde ke-𝑛 bukan nol. Kita asumsikan bahwa minor orde ke-𝑛 

yang bersesuaian dengan 𝑛 baris pertama 𝐴 adalah bukan nol. 

Misalkan 𝑥𝑖, dengan 𝑖 = 1,… , 𝑛, adalah skalar sedemikian sehingga 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛 = 0 

Persamaan vektor di atas ekuivalen dengan himpunan persamaan 𝑚 berikut : 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0 
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⋮ 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 0 ⋮ 𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0 

Untuk 𝑖 = 1,… , 𝑛, misalkan 

𝑎𝑖̃ = [𝑎1𝑖⋮𝑎𝑛𝑖] 
Maka, 𝑥1𝑎𝑖̃ + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛̃ = 0 

Minor orde ke-𝑛 adalah det[𝑎1̃, 𝑎2̃, … , 𝑎𝑛̃] diasumsikan taknol. Dari sifat-sifat determinan maka 

kolom 𝑎1̃, 𝑎2̃, … , 𝑎𝑛̃ adalah bebas linear. Karena itu, semua 𝑥𝑖 = 0, dengan 𝑖 = 1,… , 𝑛. 

Karenanya, kolom 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 adalah bebas linear. 

Dari persamaan di atas, jika ada minor bukan nol, maka kolom terkait dengan minor bukan nol 

ini adalah bebas linear. 

Jika suatu matriks 𝐴 memiliki minor orde ke-𝑟 |𝑀| dengan sifat (i) |𝑀| ≠ 0 dan (ii) setiap minor 

dari 𝐴 yang dibentuk dengan menambahkan baris dan kolom 𝐴 ke 𝑀 adalah nol, maka 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟 

Jadi, tingkat suatu martiks adalah sama dengan orde tertingginya dari minor taknol. 

Matriks nonsingular adalah matriks persegi yang determinannya adalah taknol 

Misalkan 𝐴 adalah matriks persegi 𝑛 × 𝑛. Maka, 𝐴 nonsingular jika dan hanya jika 

Ada 𝑛 × 𝑛 matriks B lain sedemikian sehingga 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛 

Dimana 𝐼𝑛 menotasikan atau menunjukan identitas matriks × 𝑛 : 
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𝐼𝑛 = [1 00 1 ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ 1] 

Kita sebut matriks 𝐵 diatas sebagai invers dari 𝐴, dan dituliskan 𝐵 = 𝐴−1. 
Diberikan matriks 𝑚 × 𝑛 

𝐴 = [ 𝑎11 𝑎12𝑎21 𝑎22 … 𝑎1𝑛⋮ 𝑎𝑚2⋮ …𝑎𝑚1 𝑎2𝑛 ⋱ …⋮ 𝑎𝑚𝑛 ] 

Transpose dari 𝐴 dinotasikan dengan 𝐴𝑇, matriks 𝑛 × 𝑚 adalah 

𝐴𝑇 = [𝑎11 𝑎21𝑎12 𝑎22 … 𝑎𝑚1⋮ 𝑎𝑚2⋮ …𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋱ …⋮ 𝑎𝑚𝑛 ] 

Jelas bahwa kolom matriks 𝐴 adalah baris matriks 𝐴𝑇, demikian juga berlaku sebaliknya. 

Matriks 𝐴 adalah simetris jika 𝐴 = 𝐴𝑇 

2.3 Persamaan Linear 

Misalkan kita memiliki 𝑚 persamaan dalam 𝑛 yang tidak diketahui bentuknya 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2 ⋮ 𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚  

Kita dapat merepresentasikan himpunan persamaan di atas sebagai persamaan vektor 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑎𝑛 = 𝑏 

Dimana 
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𝑎𝑗 = [𝑎1𝑗𝑎2𝑗⋮𝑎𝑚𝑗] , 𝑏 = [𝑏1𝑏2⋮𝑏𝑚
] 

Berkaitan dengan sistem persamaan diatas, berikut ini adalah matriksnya 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛] 
Dan matriks yang diperbesar [𝐴 𝑏] = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 , 𝑏] 
Kita juga dapat merepresentasikan sistem persamaan di atas sebagai 𝐴𝑥 = 𝑏 

Dimana 

𝑥 = [𝑥1𝑥2⋮𝑥𝑛] 

Teorema : Sistem persamaan 𝐴𝑥 = 𝑏 memiliki solusi jika dan hanya jika 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐴 𝑏] 
Pembuktian : Misalkan sistem 𝐴𝑥 = 𝑏 memiliki solusi. Karena itu, 𝑏 adalah kolom kombinasi 

linear dari 𝐴, yakni, terdapat 𝑥1, … , 𝑥𝑛 sedemikian sehingga  𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑎𝑛 = 𝑏 

Oleh karena itu 𝑏 termasuk span[𝑎1, … , 𝑎𝑛] dan karenanya 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = dim𝑠𝑝𝑎𝑛 [𝑎1, … , 𝑎𝑛]                    = dim 𝑠𝑝𝑎𝑛 [𝑎1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏] = 𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝐴 𝑏]     
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Misalkan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐴 𝑏] = 𝑟. Jadi, kita memiliki 𝑟 kolom bebas linear dari 𝐴. Misalkan 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑟 menjadi kolom ini. Oleh karena itu, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑟 juga merupakan kolom-kolom 

bebas linear dari matriks [𝐴 𝑏]. Karena 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐴 𝑏] = 𝑟, kolom yang tersisa dari [𝐴 𝑏] dapat 

dinyatakan sebagai kombinasi linier dari 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑟. Secara khusus, 𝑏 dapat dinyatakan 

sebagai kombinasi linear dari kolom-kolom tersebut. Oleh karena itu, terdapat 𝑥1, … , 𝑥𝑛 

sedemikian sehingga 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + ⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑛 = 𝑏 

Simbol ℝ𝑚×𝑛 menunjukan bahwa himpunan matriks 𝑚 × 𝑛 yang elemen-elemennya bilangan 

real 

Teorema 2.1 Diberikan persamaan 𝐴𝑥 = 𝑏, dimana 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, dan 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑚. Sebuah solusi 

untuk 𝐴𝑥 = 𝑏 dapat diperoleh dengan menentukan nilai yang berubah-ubah untuk 𝑛 − 𝑚 

variabel 

Bukti 

Kita memiliki 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐴 = 𝑚, dan kemudian kita dapat menemukan 𝑚 kolom-kolom bebas linear 

dari 𝐴. Misalkan 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 menjadi kolom. 

Tulis ulang persamaan 𝐴𝑥 = 𝑏 seperti 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + ⋯+ 𝑥𝑚𝑎𝑚 = 𝑏 − 𝑥𝑚+1𝑎𝑚+1 − ⋯− 𝑥𝑛𝑎𝑛 

Tentukan 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, … , 𝑥𝑛 nilai yang berubah-ubah, katakan 𝑥𝑚+1 = 𝑑𝑚+1, 𝑥𝑚+2 = 𝑑𝑚+2, … , 𝑥𝑛 = 𝑑𝑛 

Dan misalkan 𝐵 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚] ∈ ℝ𝑚×𝑛 

Perhatikan bahwa det 𝐵 ≠ 0. Kita dapat merepresentasikan sistem persamaan diatas sebagai 

𝐵 = [𝑥1𝑥2⋮𝑥𝑚] = [𝑏 − 𝑑𝑚+1𝑎𝑚+1 − ⋯− 𝑑𝑛𝑎𝑛] 
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Matriks 𝐵 adalah tidak singular, dan kemudian kita dapat menyelesaikan untuk [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚]𝑇. 

Secara khusus, 

[ 𝑥1𝑥2⋮𝑥𝑚] = 𝐵−1[𝑏 − 𝑑𝑚+1𝑎𝑚+1 − ⋯ − 𝑑𝑛𝑎𝑛] 
2.4 Perkalian Titik dan Aturannya 

Nilai mutlak dari bilangan real 𝑎, dinotasikan |𝑎|, didefinisikan sebagai berikut : 

|𝑎| = { 𝑎, 𝑖𝑓 𝑎 ≥ 0 −𝑎, 𝑖𝑓 𝑎 < 0    
Formula berikut berlaku : 

1) |𝑎| = |−𝑎|; 
2) −|𝑎| ≤ 𝑎 ≤ |𝑎|; 
3) |𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|; 
4) ||𝑎| − |𝑏|| ≤ |𝑎 − 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|; 
5) |𝑎𝑏| = |𝑎||𝑏|; 
6) |𝑎| ≤ 𝑐 dan |𝑏| ≤ 𝑑 berarti |𝑎 + 𝑏| ≤ 𝑐 + 𝑑; 

7) Pertidaksamaan |𝑎| < 𝑏 adalah ekuivalen dengan −𝑏 < 𝑎 < 𝑏 

Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, kita definisikan Perkalian Titik Euclid 

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑖 𝑦𝑖 = 𝑥𝑇𝑦𝑛
𝑖=1  

Perkalian titik adalah fungsi bernilai real 〈∙,∙〉 ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ yang memiliki sifat-sifat berikut 

ini : 

1) Positivity : 〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, 〈𝑥, 𝑥〉 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0; 

2) Simetri : 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉; 
3) Additivity : 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑧〉 + 〈𝑦, 𝑧〉; 
4) Homogenity : 〈𝑟𝑥, 𝑦〉 = 𝑟〈𝑥, 𝑦〉, ∀ 𝑟 ∈ ℝ 
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Sifat dari additivity dan homogeneity pada vektor kedua juga berlaku, yaitu 〈𝑥, 𝑦 + 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑧〉                  〈𝑥, 𝑟𝑦〉 = 𝑟〈𝑥, 𝑦〉, ∀ 𝑟 ∈ ℝ 

Sifat diatas dapat ditunjukkan menggunakan sifat 2 sampai 4, yakni 〈𝑥, 𝑦 + 𝑧〉 = 〈𝑦 + 𝑧, 𝑥〉                            = 〈𝑦, 𝑥〉 + 〈𝑧, 𝑥〉                             = 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑧〉 
Dan 〈𝑥, 𝑟𝑦〉 = 𝑟〈𝑥, 𝑦〉 = 𝑟〈𝑦, 𝑥〉 = 𝑟〈𝑥, 𝑦〉 
Ini memungkinkan untuk mndefinisikan fungsi bernilai real lainnya pada ℝ𝑛 × ℝ𝑛 yang 

memenuhi sidat 1 sampai 4 diatas. Banyak hasil yang melibatkan perkalian titik Euclidean juga 

berlaku untuk perkalian titik lainnya 

Vektor 𝑥 dan 𝑦 dikatakan orthogonal jika 〈𝑥, 𝑦〉 = 0 

Norma Euclidean dari vektor 𝑥 didefinisikan sebagai berikut : 

||𝑥|| = √〈𝑥, 𝑥〉 = √𝑥𝑇𝑥 

Teorema 2.3 Cauchy-Schwarz Inequality 

Untuk setiap dua vektor 𝑥 dan 𝑦 di ℝ𝑛, pertidaksamaan Cauchy-Schwarz adalah berlaku sebagai 

berikut : |〈𝑥, 𝑦〉| ≤ ||𝑥|| ||𝑦|| 
Selanjutnya, persamaan berlaku jika dan hanya jika 𝑥 = 𝛼𝑦 untuk beberapa 𝛼 ∈ ℝ 

Bukti 

Pertama kita asumsikan bahwa 𝑥 dan 𝑦 adalah vektor satuan, yakni ||𝑥|| = ||𝑦|| = 1. Maka, 
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0 ≤ ||𝑥 − 𝑦||2 = 〈𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 
= ||𝑥||2 − 2〈𝑥, 𝑦〉 + ||𝑦||2 = 2 − 2〈𝑥, 𝑦〉 

Atau 〈𝑥, 𝑦〉 ≤ 1 

Dengan persamaan berlaku jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

Selanjutnya, dengan asumsi bahwa baik 𝑥 maupun 𝑦 adalah nol (karena pertidaksamaan berlaku 

jika salah satunya adalah nol), kita mengubah 𝑥 dan 𝑦 dengan vektor satuan 𝑥/||𝑥|| dan 𝑦/||𝑦||. 
Kemudian, terapkan sifat 4 untuk mendapatkan 〈𝑥, 𝑦〉 ≤ ||𝑥|| ||𝑦|| 
Sekarang kita ubah 𝑥 dengan −𝑥 dan kemudian, terapkan lagi sifat 4 untuk mendapatkan −〈𝑥, 𝑦〉 ≤ ||𝑥|| ||𝑦|| 
Dua pertidaksamaan terakhir menunjukkan pertidaksamaan nilai mutlak. Persamaan berlaku jika 

dan hanya jika 𝑥/||𝑥|| = ±𝑦/||𝑦||, dengan 𝑥 = 𝛼𝑦 untuk beberapa 𝛼 ∈ ℝ. 

Norma Euclidean dari sebuah vektor ||𝑥|| memiliki sifat-sifat berikut : 

1) Positivity : ||𝑥|| ≥ 0, ||𝑥|| = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0; 

2) Homogeneity : ||𝑟𝑥|| = |𝑟|||𝑥||, 𝑟 ∈ ℝ; 

3) Triangle Inequality : ||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦||  
Ketaksamaan segitiga dapat dibuktikan dengan menggunakan pertidaksamaan  Cauchy-Schwarz 

sebagai berikut 

||𝑥 + 𝑦||2 = ||𝑥||2 + 2〈𝑥, 𝑦〉 + ||𝑦||2 

Dengan menggunakan pertidaksamaan Cauchy-Schwarz, 
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