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BAB I 
KONSEP DASAR DIFFERENSIAL  

DAN INTEGRAL 
 

Kalkulus adalah cabang matematika yang melibatkan studi 

tentang tingkat perubahan. Sebelum kalkulus ditemukan, 

semua matematika bersifat statis: hanya dapat membantu 

menghitung objek yang diam sempurna Utari & Utami, 

(2020);Mkhatshwa, (2020). Tapi alam semesta terus 

bergerak dan berubah. Tidak ada objek dari bintang di ruang 

angkasa hingga partikel subatom atau sel di dalam tubuh 

yang selalu diam. Memang, hampir semua hal di alam 

semesta terus bergerak. Kalkulus membantu menentukan 

bagaimana partikel, bintang, dan materi benar-benar 

bergerak dan berubah secara real time. Kalkulus digunakan 

dalam banyak bidang yang biasanya tidak Anda pikirkan 

akan menggunakan konsepnya. Diantaranya adalah fisika, 

teknik, ekonomi, statistik, dan kedokteran. Kalkulus juga 

digunakan di area yang berbeda seperti perjalanan ruang 

angkasa, serta menentukan bagaimana obat berinteraksi 

dengan tubuh, dan bahkan bagaimana membangun struktur 

yang lebih aman. Anda akan mengerti mengapa kalkulus 

berguna di banyak bidang jika Anda tahu sedikit tentang 

sejarahnya serta apa yang dirancang untuk dilakukan dan 

diukur (Frank & Thompson, 2021). 

 

Adapun kalkulus dikembangkan pada abad ke-17 oleh dua 

matematikawan, yaitu; Gottfried Leibniz dan Isaac Newton. 
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Newton pertama kali mengembangkan kalkulus dan 

menerapkannya secara langsung pada pemahaman sistem 

fisika (Simmons, 2021). Secara mandiri, Leibniz 

mengembangkan notasi yang digunakan dalam kalkulus. 

Sederhananya, sementara matematika dasar menggunakan 

operasi seperti plus, minus, waktu, dan pembagian (+, -, x, 

dan ;), kalkulus menggunakan operasi yang menggunakan 

fungsi dan integral untuk menghitung laju perubahan.  Alat-

alat itu memungkinkan Newton, Leibniz, dan 

matematikawan lain yang mengikutinya untuk menghitung 

hal-hal seperti kemiringan kurva yang tepat di titik mana 

pun (Hyder & Soliman, 2021). Kisah Matematika 

menjelaskan pentingnya teorema dasar kalkulus Newton: 

 

"Tidak seperti geometri statis orang Yunani, kalkulus 

memungkinkan ahli matematika dan insinyur untuk 

memahami gerakan dan perubahan dinamis di dunia 

yang terus berubah di sekitar kita, seperti orbit 

planet, gerakan cairan, dll." 

 

Dengan menggunakan kalkulus, para ilmuwan, astronom, 

fisikawan, matematikawan, dan ahli kimia sekarang juga 

dapat memetakan orbit planet dan bintang, serta jalur 

elektron dan proton pada tingkat atom. Ada dua cabang 

kalkulus: kalkulus diferensial dan integral. Cabang ini 

berkaitan dengan studi tentang laju perubahan fungsi 

sehubungan dengan variabelnya, terutama melalui 

penggunaan turunan dan diferensial. Turunan adalah 

kemiringan garis pada grafik (ALAM, 2020).  
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Kalkulus integral, sebaliknya, berusaha menemukan 

kuantitas di mana laju perubahan diketahui. Cabang ini 

berfokus pada konsep seperti kemiringan garis singgung dan 

kecepatan. Sementara kalkulus diferensial berfokus pada 

kurva itu sendiri, kalkulus integral berkaitan dengan ruang 

atau area di bawah kurva. Kalkulus integral digunakan 

untuk menghitung ukuran atau nilai total, seperti panjang, 

luas, dan volume.  Kalkulus memainkan peran integral 

dalam pengembangan navigasi pada abad ke-17 dan ke-18 

karena memungkinkan pelaut menggunakan posisi bulan 

untuk menentukan waktu setempat secara akurat. Untuk 

memetakan posisi mereka di laut, navigator harus mampu 

mengukur waktu dan sudut dengan akurat. Sebelum 

pengembangan kalkulus, navigator dan kapten kapal tidak 

dapat melakukan keduanya.  Kalkulus  baik turunan maupun 

integral  membantu meningkatkan pemahaman konsep 

penting ini dalam hal kurva Bumi, jarak yang harus 

ditempuh kapal di sekitar kurva untuk mencapai lokasi 

tertentu, dan bahkan keselarasan Bumi, laut, dan kapal 

dalam kaitannya dengan bintang-bintang (Hyder, 2021). 

 

Kalkulus memiliki banyak aplikasi praktis dalam kehidupan 

nyata. Beberapa konsep yang menggunakan kalkulus antara 

lain gerak, listrik, panas, cahaya, harmonik, akustik, dan 

astronomi. Kalkulus digunakan dalam geografi, visi 

komputer (seperti untuk mengemudi mobil secara otonom), 

fotografi, kecerdasan buatan, robotika, video game, dan 

bahkan film. Kalkulus juga digunakan untuk menghitung 

tingkat peluruhan radioaktif dalam kimia, dan bahkan untuk 

memprediksi tingkat kelahiran dan kematian, serta dalam 
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studi gravitasi dan gerakan planet, aliran fluida, desain 

kapal, kurva geometris, dan teknik jembatan.  Dalam fisika, 

misalnya, kalkulus digunakan untuk membantu 

mendefinisikan, menjelaskan, dan menghitung gerak, listrik, 

panas, cahaya, harmonik, akustik, astronomi, dan dinamika. 

Teori relativitas Einstein bergantung pada kalkulus, bidang 

matematika yang juga membantu para ekonom memprediksi 

berapa banyak keuntungan yang dapat diperoleh perusahaan 

atau industri. Dan dalam pembuatan kapal, kalkulus telah 

digunakan selama bertahun-tahun untuk menentukan baik 

kurva lambung kapal (menggunakan kalkulus diferensial), 

serta area di bawah lambung (menggunakan kalkulus 

integral), dan bahkan dalam desain umum kapal. .  Selain 

itu, kalkulus digunakan untuk memeriksa jawaban untuk 

berbagai disiplin ilmu matematika seperti statistik, geometri 

analitik, dan aljabar (Tarasov, 2020). 

 

 

1.1 Differensial 

Kalkulus diferensial melibatkan pencarian turunan suatu 

fungsi dengan proses diferensiasi. Turunan suatu fungsi 

pada nilai tertentu akan memberikan laju perubahan fungsi 

yang mendekati nilai tersebut. Turunan digunakan untuk 

mengukur kemiringan garis singgung pada grafik suatu 

fungsi (Kidron, 2020).  
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Gambar 1.1 Grafik fungsi differensial 

 

a. Istilah Terkait dalam Kalkulus Diferensial 

Adapun dalam Kalkulus diferensial merupakan ilmu yang 

mempelajari laju perubahan suatu besaran terikat terhadap 

perubahan suatu besaran bebas. Misalnya, kecepatan suatu 

benda yang bergerak dapat diartikan sebagai laju perubahan 

jarak terhadap waktu. Jika ( )y f x=  adalah fungsi yang 

terdiferensiasi maka, menurut kalkulus diferensial, 

notasinya diberikan sebagai '( ) /f x dy dx= . Adapun 

beberapa istilah penting yang terkait dengan kalkulus 

diferensial tercantum di bawah ini: 

• Fungsi 

Fungsi didefinisikan sebagai relasi biner di mana setiap 

input dipetakan ke tepat satu output. 4 3y x= +  adalah 

contoh fungsi. Di sini, x (input) adalah variabel independen, 

dan y (output) adalah variabel dependen. 
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• Variabel bebas 

Dalam suatu fungsi, variabel yang berperan sebagai input 

disebut dengan variabel bebas. Dalam model matematika, 

variabel yang dimanipulasi adalah variabel bebas. 

 

• Variabel tidak bebas 

Variabel dalam fungsi yang mewakili output dikenal sebagai 

variabel dependen. Nilai variabel ini berubah sehubungan 

dengan perubahan variabel dependen. Dengan kata lain, 

nilai suatu variabel terikat ditentukan oleh suatu variabel 

bebas. 

 

• Domain dan Range 

Dalam kalkulus diferensial, domain dapat didefinisikan 

sebagai daftar semua nilai input sedangkan range adalah 

semua nilai output yang diperoleh setelah menerapkan input 

ke suatu fungsi. Misal y = 2x + 3. Misalkan domainnya {0, 

1, 2} maka rangenya adalah sebagai berikut: 

y=2(0)+3=3

y=2(1)+3=5

y=2(2)+3=7

 

 Maka range yang didapatkan adalah; 3,5,7
 

 

• Limit 

Turunan dapat didefinisikan dengan konsep limit. Dalam 

kalkulus diferensial, batas menggambarkan nilai suatu 

fungsi saat mendekati nilai input tertentu. 
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• Derivatif 

Dalam kalkulus diferensial, turunan digunakan untuk 

mencari laju perubahan suatu fungsi. Jika garis singgung 

ditarik ke suatu titik yang terletak pada grafik suatu fungsi 

maka kemiringan garis singgung akan memberikan turunan 

fungsi pada titik di mana garis singgung menyentuh kurva. 

turunan dari suatu fungsi, ( )f x , direpresentasikan sebagai 

'( ),  / ,  /f x dy dx df dx .  

 

 

b. Contoh Dasar Kalkulus Diferensial 

Misalkan ada fungsi yang diberikan sebagai 2( ) 5f x x= . 

Kemiringan fungsi ini pada titik tertentu, katakanlah 5, 

dapat ditentukan dengan menggunakan kalkulus diferensial. 

Turunan dari fungsi ini adalah '( ) 10f x x= . Maka kita dapat 

mensubtitusikan nilai 5 dalam persamaan ini untuk 

mendapatkan '( ) 50f x = . Jadi, kemiringan garis singgung 

di x = 5 adalah 10.  

 

 

c. Rumus Kalkulus Diferensial 

Rumus yang berbeda untuk kalkulus diferensial digunakan 

untuk menemukan turunan dari berbagai jenis fungsi. 

Menurut definisi, turunan dari suatu fungsi dapat ditentukan 

sebagai berikut: 

 

( )
0

( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
=  
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Adapun rumus kalkulus diferensial penting untuk berbagai 

fungsi diberikan di bawah ini: 

• Fungsi Dasar 

1) x xd
e e

dx
=  

2) ln ,  dimana a > 0, dan a  0x xd
a a a

dx
=   

3) 
1

ln ,  dimana untuk x > 0
d

x
dx x

=  

4) 
1

2

d
x

dx x
=  

 

• Fungsi Triginometri 

1) sin x = cos x 
d

dx
 

2) cos x = -sin x 
d

dx
 

3) ( )2tan x = sec  x, x 2 1 /2, n 1  
d

n
dx

 +   

4) 2cot x = - cosec x, x , n 1  
d

n
dx

   

5) ( )sec x = sec x tan x, x 2 1 /2, n 1  
d

n
dx

 +   

6) cosec x = -cosec x cot x, x , n 1  
d

n
dx

   
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• Fungsi Hyperbolik 

1) sinhx = coshx 
d

dx
 

2) coshx = sinhx 
d

dx
 

3) 2tan hx = sec h x 
d

dx
 

4) 2cot hx = -cosec h x 
d

dx
 

5) sec hx = -sech hx tan hx 
d

dx
 

6) cosec hx = -cosec hx cot hx 
d

dx
 

 

• Fungsi Invers Trigonometri  

1) 
1

2

1
sin  x = , -1 < x < 1  

1

d

dx x

−

−
 

2) 
1

2

1
cos  x = - , -1 < x < 1  

1

d

dx x

−

−
 

3) 
1

2

1
tan x = 

1

d

dx x

−

+
 

4) 
1

2

1
cot x = -

1

d

dx x

−

+
 

5) 
1

2

1
cosec x = - , 1

1

d
x

dx x x

− 
−

 

6) 
1

2

1
sec x = 

1

d

dx x x

−

−
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• Fungsi Invers hiperbolik Trigonometri  

1) 
1

2

1
sinh x = 

1

d

dx x

−

+
 

2) 
1

2

1
cosh x = -

1

d

dx x

−

−
 

3) 1

2

1
tanh x = 

1

d

dx x

−

−
 

4) 
( )

1

2

1
coth x = -

1

d

dx x x

−

−
 

5) 

( )
1

2

1
cosech x = -

1

d

dx x x

−

+
 

6) 

( )
1

2

1
sech x = -

1

d

dx x x

−

−
 

 

• Derivatif Orde Tinggi 

Turunan digunakan untuk menyatakan laju perubahan suatu 

fungsi. Untuk mencari laju perubahan turunan ini, 

digunakan turunan orde tinggi (Avez, 2020). Tabel yang 

diberikan di bawah ini mencantumkan turunan orde tinggi 

yang paling umum digunakan untuk suatu fungsi, 

( ) ,y f x=  dalam kalkulus diferensial: 
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Tabel 1.1 Turunan orde tinggi 

Urutan 

Turunan 

Turunan 

Orde 

Pertama 

Turunan 

Orde Kedua 

Turunan Orde 

ketiga 

Notasi ( )'y f x=  ( )''y f x=
 ( )'''y f x=

 
Interpretation ( ( ))dy d f x

dx dx
=

 

2 2

2 2

( ( ))d y d f x

dx dx
=

 

3 3

3 3

( ( ))d y d f x

dx dx
=

 
Contoh: sinx '( ) cosf x x=  ''( ) sinf x x= −  '''( ) cosf x x= −  

 

 

d. Persamaan Kalkulus Diferensial 

Persamaan kalkulus diferensial atau persamaan diferensial 

sederhana adalah persamaan yang menghubungkan fungsi 

dengan turunannya. Ada dua jenis utama persamaan 

diferensial, yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan 

diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa adalah 

persamaan yang hanya memiliki satu variabel bebas dan 

persamaan tersebut mengandung satu atau lebih turunan 

terhadap variabel tersebut. Persamaan diferensial parsial 

terdiri dari satu atau lebih variabel bebas dan turunan 

parsialnya. 

 

Dalam kalkulus diferensial, ada tiga rumus umum untuk 

persamaan diferensial. Ini diberikan di bawah ini: 

- ( )
dy

f x
dx

=  

- ( , )
dy

f x y
dx

=  

- 1 2

1 2

y y
x x y

x x

 
+ =

 
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e. Aturan Kalkulus Diferensial 

Jika turunan dari fungsi sederhana tertentu diketahui maka 

aturan kalkulus diferensial dapat digunakan untuk mencari 

turunan dari fungsi yang rumit. Aturan kalkulus diferensial 

tercantum dalam tabel yang diberikan di bawah ini. 

 

Tabel 1.2 Aturan Kalkulus Diferensial 

Aturan Kalkulus 

Diferensial 
Fungsi Interpretasi 

Aturan konstan y c=
 

0
dy

dx
=

 

Aturan multi 

Konstan 

( )y cf x=
 '( )

dy
cf x

dx
=

 

Aturan pangkat ny x=
 

1ndy
nx

dx

−=
 

Generalisasi 

aturan pangkat 
 ( )

n
y f x=

 
 

1
( ) '( )

ndy
n f x f x

dx

−
=

 

Jumlah Dua 

Fungsi 

( ) ( )y f x g x= +
 '( ) '( )

dy
f x g x

dx
= +

 

Perbedaan Dua 

Fungsi 

( ) ( )y f x g x= −
 '( ) '( )

dy
f x g x

dx
= −

 

Aturan Produk ( ) ( )y f x g x=
 '( ) ( ) ( ) '( )

dy
f x g x f x g x

dx
= +

 

Aturan Hasil 

Bagi 

( )

( )

f x
y

g x
=

 
 

2

'( ) ( ) '( ) ( )

( )

dy f x g x g x f x

dx g x

−
=

 

Aturan Rantai 

untuk Fungsi 

Komposit 

 ( ) ;  ( ),  ( )y f g x y f u u g x= = =   ' ( ) '( )
dy dy du

f g x g x
dx du dx

= =
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f. Soal latihan kalkulus differensial 

1. Turunan fungsi pertama dari 24 12) ( )( 2( )f x x x x= − +  

adalah... 

2. Diketahui 2 4( 2)f x ax x= + +  dan 2( ) 2g x x ax= + − . 

Jika 
( )

( )
( )

f x
h x

g x
=  dengan (0) 1h = maka nilai a adalah...  

3. Diketahui 2 1( 4)f x ax x= − +  dan 2( ) 3 2g x x ax= + + , 

jika ( ) ( ) ( )h x f x g x= +  dan ( ) ( ) ( )k x f x g x= dengan 

(0) 3h = − , maka nilai 0( )k  adalah... 

4. Jika 
2

1 1
( ) 1f x

x x
= − +  maka 

1
'

2
f
 
 
 

=... 

5. Turunan pertama dari 
2 7

( )
x

f x
x x

−
=  adalah... 

6. Turunan pertama fungsi 

( )
3

2

2

3 5

y

x

=

+

 adalah y’... 

7. Diketahui 1(0)f =  dan (0) 2f  = , jika 

( )
( )

3

1

2 ( ) 1
g x

f x
=

−
 maka (0)g =  

8. Jika ( ) ,
bx a

f x
x b

−
=

+
memenuhi (1) 1f =  dan '(1) 2f =  

maka (2) ...f =  

9. Jika 
2

( )
1

ax b
f x

x

+
=

+
 dengan (0) '(0)f f=  dan '( 1) 1f − = , 

maka a+b... 
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10. Jika f dan g adalah fungsi yang dapat diturunkan di R 

sehingga 
( )

20

( ) ( ) ( ) 1
lim
h

f x h g x g x h x

k h k→

+ − + −
=  dan 

( )

( )20

( ) ( ) ( ) 1
lim

11h

g x f x f x h x

kk h→

− + −
=

+−
 untuk 0,k   maka... 

( )

( )( )

( )( )2 2

(1) '(0) 2 1

(2)( ) '( ) 2 1 1

(3)( ) '( 1) (1 2 )

(4)( ) '( ) 2 1 1

fg k

fg c k c

fg x k x

fg x k x

= −

= − −

+ = −

= − −
 

 

 

1.2 Integral 

Kalkulus integral membantu dalam menemukan anti-

turunan suatu fungsi. Anti-turunan ini juga disebut integral 

fungsi. Proses mencari anti turunan dari suatu fungsi disebut 

integrasi. Proses kebalikan dari mencari turunan adalah 

mencari integral. Integral suatu fungsi mewakili keluarga 

kurva (Vivas-Cortez et al., 2020). Menemukan turunan dan 

integral membentuk kalkulus dasar. Dalam topik ini, kita 

akan membahas dasar-dasar integral dan mengevaluasi 

integral. Integral adalah nilai-nilai fungsi yang ditemukan 

oleh proses integrasi. Proses mendapatkan f(x) dari f'(x) 

disebut integrasi. Integral menetapkan angka ke fungsi 

dengan cara yang menggambarkan masalah perpindahan dan 

gerak, masalah luas dan volume, dan sebagainya yang 

muncul dengan menggabungkan semua data kecil. 

Mengingat turunan f’ dari fungsi f, kita dapat menentukan 
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fungsi f. Di sini, fungsi f disebut antiturunan atau integral 

dari f’ (Magnus & Neudecker, 2019). 

 

F(x) disebut antiturunan atau integral Newton-Leibnitz atau 

primitif dari suatu fungsi f(x) pada interval I. F'(x) = f(x), 

untuk setiap nilai x dalam I.  Integral adalah representasi 

luas daerah di bawah kurva. Kami memperkirakan nilai 

sebenarnya dari integral dengan menggambar persegi 

panjang. Integral tertentu dari suatu fungsi dapat dinyatakan 

sebagai luas daerah yang dibatasi oleh grafiknya dari fungsi 

yang diberikan antara dua titik pada garis. Luas suatu daerah 

ditemukan dengan memecahnya menjadi persegi panjang 

vertikal tipis dan menerapkan batas bawah dan atas, luas 

daerah dijumlahkan. Kami menentukan integral dari suatu 

fungsi selama interval di mana integral didefinisikan 

(Radmehr & Drake, 2020). 

 

 
Gambar 1.2 Integral sebagai luas dibawah kurva 

 

Kami mendefinisikan integral sebagai fungsi dari area yang 

dibatasi oleh kurva ( ) ,  , y f x a x b=    sumbu x, dan 
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ordinat x = a dan x =b, di mana b>a. Misalkan x adalah titik 

tertentu di [a,b]. Kemudian mewakili fungsi area. Konsep 

fungsi area ini mengarah pada teorema dasar kalkulus 

integral. 

 

a. Teorema Dasar Pertama Kalkulus Integral  

( )  untuk semua x a,A x =   dimana fungsi kontinu pada 

[a,b]. Kemudian ( ) ( )'  A x f x=  untuk semua   ,x a bò . 

 

b. Teorema Dasar Kedua Kalkulus Integral 

Jika f adalah fungsi kontinu dari x yang didefinisikan pada 

interval tertutup [a,b] dan F menjadi fungsi lain sedemikian 

sehingga ( ) ( )/  d dxF x f x=  untuk semua x dalam domain 

f, maka = f(b) -f(a). Ini dikenal sebagai integral tertentu dari 

f pada rentang [a,b], a adalah batas bawah dan b batas atas. 

 

c. Jenis-Jenis Integral 

Kalkulus integral digunakan untuk menyelesaikan masalah 

jenis berikut. 

- masalah menemukan fungsi jika turunannya diberikan.   

- masalah menemukan area yang dibatasi oleh grafik 

fungsi dalam kondisi tertentu. Dengan demikian kalkulus 

Integral dibagi menjadi dua jenis: 

1. Integral Pasti (nilai integralnya pasti)  

2. Integral tak tentu (nilai integral tak tentu dengan 

konstanta sembarang, C) 
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d. Integral tak tentu 

Ini adalah integral yang tidak memiliki nilai limit yang 

sudah ada sebelumnya; sehingga membuat nilai akhir 

integral tak tentu. ( ) ( )' .g x dx g x c = +  Integral tak tentu 

termasuk dalam keluarga kurva paralel. 

 

e. Integral tentu 

Integral tertentu memiliki nilai batas yang sudah ada 

sebelumnya, sehingga membuat nilai akhir integral tertentu 

menjadi pasti. jika f(x) adalah fungsi kurva, maka 

 

 
Gambar 1.3 Integral tertentu 

 

  


