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BAB I 
INTEGRAL TAK TENTU 

 

Konsep integral tak tentu diperkenalkan sebagai invers 

pendiferensialan, sehingga integral tak tentu didefinisikan 

sebagai anti diferensial. Anti diferensial adalah  bentuk 

paling umum dari anti turunan. 

A. Anti turunan  

Anti turunan merupakan  balikan dari turunan, 

sehingga untuk mempelajarinya harus dikaitkan dengan 

turunan fungsi. 

Jika F(x) adalah fungsi yang turunannya F’(x) = f(x) 

pada interval tertentu dari sumbu x , maka F(x) 

dinyatakan dengan  anti turunan atau integral tak tentu 

dari f(x).  

Menurut definisi turunan,  jika y  = x4  maka  
 

  
  =  4x3 

Dengan cara yang sama, diperoleh 

Jika y = x4 + 1  maka  
 

  
  =  4x3 

Jika y =  x4 - 8   maka  
 

  
  =  4x3. 

Jika y =  x4
  +  maka , 

 

  
  =  4x3 , dan seterusnya.  

Dengan kata lain, untuk  y =  x4  + C , C    R  maka  
 

  
 

=4x3 . 

Karena anti turunan merupakan balikan dari turunan, 

maka penulisan bentuk di atas dapat disederhanakan 

dengan Ax = x4 + C. Hal ini berarti bahwa fungsi y = x4 + C 

, dengan  C    R mempunyai turunan  
 

  
 = 4x3, atau anti 

turunan dari f(x) = x4 adalah F(x) = 4x3 + C, untuk  C    R . 

 Fungsi-fungsi yang dapat ditentukan anti turunannya 

disebut integrable  (terintegralkan). 

7

1
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B. Integral Tak Tentu  

1. Integral Tak Tentu Bentuk Aljabar 

Integral tak tentu  adalah suatu bentuk operasi 

pengintegralan suatu  fungsi yang menghasilkan suatu 

fungsi baru. Fungsi ini belum memiliki nilai pasti 

(berupa variabel), sehingga cara pengintegralan yang 

menghasilkan fungsi tak tentu ini disebut "integral tak 

tentu". 

Proses menentukan integral tak tentu adalah kebalikan 

dari proses menentukan turunan, yaitu dari F'(x ) 

= f (x) diperoleh dF(x) = f (x) dx  dengan  f diketahui. dan 

F  akan ditentukan. Proses ini disebut integral tak tentu, 

istilah tak tentu berarti memuat konstanta riil sembarang. 

Leibniz memperkenalkan cara  penulisan simbol operasi 

anti diferensial dengan ∫ … dx. 

Catatan 

1. lambang ∫ adalah lambang integral 

2. lambang ∫ . . . dx adalah operator integral  

3. f(x) adalah fungsi yang diintegralkan dinamakan 

integran 

4. istilah tak tentu  berarti mengandung konstanta 

sembarang 

5. Notasi : ∫ f(x) dx = F(x) + C disebut integral tak 

tentu. 

Integral tak tentu merupakan invers/kebalikan dari 

turunan. Turunan dari suatu fungsi, jika diintegralkan 

akan menghasilkan fungsi itu sendiri. Perhatikanlah 

contoh turunan-turunan dalam fungsi aljabar berikut ini: 

 Turunan dari fungsi aljabar y = x3 adalah y’ = 3x2 

 Turunan dari fungsi aljabar y = x3 + 8 adalah y’ = 3x2 

 Turunan dari fungsi aljabar y = x3 + 17 adalah y’ = 

3x2 

 Turunan dari fungsi aljabar y = x3 – 6 adalah yI = 3x2 

 Berdasarkan contoh di atas, diketahui bahwa ada 

banyak fungsi yang memiliki hasil turunan yang sama 
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yaitu yI = 3x2. Fungsi dari variabel x3 ataupun fungsi dari 

variabel x3 yang ditambah atau dikurang suatu bilangan 

(misal contoh: +8, +17, atau -6) memiliki turunan yang 

sama. Jika turunan tersebut dintegralkan, seharusnya 

adalah menjadi fungsi-fungsi awal sebelum diturunkan. 

Namun, dalam kasus tidak diketahui fungsi awal dari 

suatu turunan, maka hasil integral dari turunan tersebut 

dapat ditulis: 

f(x) = y = x3 + C 

 

Dengan nilai C bisa berapapun. Notasi C ini disebut 

sebagai konstanta integral. Integral tak tentu dari suatu 

fungsi dinotasikan sebagai: ∫  ( )    

 

Pada notasi tersebut dapat dibaca integral terhadap x”. 

notasi  disebut integran. Secara umum integral dari fungsi 

f(x) adalah penjumlahan F(x) dengan C atau: 

 

∫  ( )   = F(x) 

 

Keterangan 

∫ ( ) = persamaan kurva 

    F(x) = luasan di bawah kurva f(x) 

        C = kontanta 

Karena integral dan turunan berkaitan, maka rumus 

integral dapat diperoleh dari rumusan penurunan. Jika 

turunan: 
 

  
 

 

(   )
      =     

Maka rumus integral aljabar diperoleh:  

∫       
 

(   )
      + C 

dengan syarat n   . 

Sifat 

Pada integral tak tentu berlaku sifat berikut 

∫      = 
 

   
x(n + 1 ) + C 
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∫  ( )    ∫ ( )    

∫  ( )    ( )   ∫ ( )   ∫ ( )    

∫  ( )    ( )   ∫ ( )   ∫ ( )    

Sebagai contoh lihatlah integral aljabar fungsi-fungsi 

berikut: 

1. Hitung ∫       

Jawab 

∫       = 
 

(   )
      + C = x4 + C 

 

2. Hitung ∫
 

  
 dx  

Jawab 

∫
 

  
 dx = ∫         

                 
 

(    )
       + C 

 

          ∫(       )   

Jawab 

∫(       )   = 
 

(   )
      + 

 

(   )
      + C 

      = x4 + x3 + C 

Teorema 1. 

Jika r sebarang bilangan rasional kecuali -1,  maka: 

. 

Akibatnya jika  

r = -1 maka  

                             =  = ln   

Bukti 

Untuk mengembangkan suatu hasil yang berbentuk  

               
f(x) dx = F(x) + C, C  Real. 

Kita cukup menunjukkan bahwa  

 





C
r

x
dxx

r
r

1

1

 
 dxxdxx r 1

 dx
x

1
Cx 

 
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Dalam kasus di atas 

            

 

 

Teorema 2 

Misal f(x) dan g(x) fungsi-fungsi yang integrable dan C 

sebarang konstanta maka: 

1.  = C , 

2. , 

3.  , 

Bukti  

Untuk membuktikan teorema di atas, cukup dengan 

mendeferensialkan ruas kanan dan amati bahwa kita 

memperoleh integran dari ruas kiri. 

1. D { C } = C D { } 

                               = Cf(x)  

2. D { } = D  

                                            = f(x) + g(x)  

3. D { } = D  

                                            = f(x) - g(x)  

 

Contoh  

Tentukan integral berikut berdasarkan sifat integral di 

atas.  

1.  

 

 

)(])([ xfCxFDx 

rr
r

x xxn
r

C
r

x
D 


























)1(
1

1

1

1

 dxxCf )(  dxxf )(

   dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

   dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

x  dxxf )(
x  dxxf )(

x   dxxgdxxf )()(
x   dxxgDdxxf x )()(

x   dxxgdxxf )()(
x   dxxgDdxxf x )()(

   dxxx 2
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Jawab 

     =  

                      =   

                      =   

 

2.   

Jawab  

       =  

                           =  

                           =    

 

3.  

Jawab  

 = dx 

                    =  

                    =   

                    =   

   dxxx 2

  xdxdxx 2

2

2

1

3

2

1

3

1
CxCx 

Cxx  23

2

1

3

1

dx
x

x
2

2 1
 







 

dx
x

x
2

2 1
 







 
dx

x

xx


 12 24

  dx
x

dx
x

x
dx

x

x 12 24

  
 dxxdxxdxx 2/12/32/7 2

dx
x

xx



3

2)1(

dx
x

xx



3

2)1(



3

2 )12(

x

xxx

dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x
 

33

2

3

3

2

   dxxdxxdxx 3/23/53/8 2

Cxxx  3/53/83/11

5

3

4

3

11

3
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Teorema 3 

Andaikan f(x) fungsi yang differensiable dan n bilangan 

Rasional yang bukan -1, maka: 

            

 C  Real.  

Contoh 

1.  

Jawab  

     Karena  = 6x dx, sehingga berdasarkan 

teorema di atas  

      =  d(6x) 

                                  =    

                                  = + C. 

2.  

     Jawab  

     Karena D (2y  = 4y dy, maka  

      =   

                              =  

                              =   

                              =   

 
 

 






,
1

)(
)(')(

1

C
r

xf
dxxfxf

r
r



  dxxx 1143 2

)114( 2 xDx

  dxxx 1143 2

 114
2

1 2x

C
x




2/3

)114(

2

1 2/32

2/32 )114(
3

1
x




dy
y

y

52

3

2

x )52 




dy
y

y

52

3

2 
 ydyy 3)52( 2/12


 ydyy 4

4

3
)52( 2/12


 ydyy 4.)52(

4

3 2/12

C
y




2/1

)52(
.

4

3 2/12
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                              =    

 

Soal-soal  

Tentukan integral berikut.  

1  

2  

3   

4  

5  

6  

7  

 

2. Integral Tak Tentu Bentuk Trigonometri 

Teorema 4 

          sin x dx = - cos x + C, C  Real 

          cos x dx = sin x + C, c  Real 

Bukti 

Untuk membuktikan teorema di atas cukup dengan 

menunjukkan bahwa  

          D  dan  

Sebelum membahas teknik integral fungsi trigonometri 

secara lebih rinci, berikut ini diberikan integral dasar 

Cy  52
2

3 2

  dxx 2)32( 3

  dxxxx 632 )835)(15(

  dxxxx 835)15( 32

dx
x

x

x

x

52

3

)52(

2

2/3

3













dx

xx

x

1

1

42

4

dz
z

z


 22 )1(




ds
s

ss
3

2)1(

 

 

xxx sin)cos(  .cos)(sin xxDx 
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fungsi trigonometri yang menjadi acuan untuk 

menentukan hasil pengintegralan dengan fungsi 

trigonometri.  

Bentuk dasar tersebut adalah:  

1.  dx  =    cos x + C 

2.  dx =  sin x + C  

3. x dx  =  ln   

                     =  ln  

4.  x dx =    ln  

                     =  ln  

5.  dx  =  ln  

6. x dx   =  ln  

Berdasarkan bentuk di atas selanjutnya diberikan 

beberapa kasus bentuk integral fungsi trigonometri yang 

dibahas pada bagian ini, diantaranya adalah Integral 

Fungsi Trigonometri Berpangkat. 

Pada bagian ini kita akan melihat kasus – kasus 

integral tak tentu dari sinus, cosinus, tangen, cotangen, 

secan, dan cosecan berpangkat. 

 

Kasus 1, ∫          atau  ∫         , dengan n bilangan 

ganjil 

Jika n bilangan ganjil, maka n-1 adalah genap.  

Untuk itu kiata gunakan rumus identitas        +       = 1 

Contoh  

1. Carilah ∫           

Penyelesaian  

∫         = ∫       (    )     

                   = ∫(       )          

 xsin

 xcos

 tan Cx sec

Cx cos

 cot Cx csc

Cx sin

 xsec Cxx  tansec

 csc Cxx  cotcsc
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                   = ∫            ∫               

Jadi  

∫         = ∫         ∫               

                  =            ∫              

Untuk integral ke dua pada ruas kanan, pertahatikan 

bahha kita dapat mengambil subtitusi  

   u = cos x, sehingga du =   sin x dx 

maka  

∫              =  ∫        =   
 

 
    + C2 

                                             =  
 

 
       + C2 

Karena integral pertama pada ruas kanan adalah  
 

 
 

      + C2 

maka 

∫         =         + 
 

 
       + C.  

 

2. Selesaikan  

Jawab   

      =  dx 

                =  

                =  

                =  

               =  

 

                =  sin x -     

 

 

dxx
5cos

dxx
5cos 

 x1)15(cos

xdxxcoscos4



  )(sin)sin1( 22 xdx

)(sin)sinsin21( 42 xdxx 

   )(sinsin)(sinsin2)(sin1 42 xxdxxdxd

Cxx  53 sin
5

1
sin

3

2
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Kasus 2, ∫          atau  ∫         , dengan n bilangan 

genap 

Jika n bilangan genap, maka kita gunakan identitas 

trigonometri berikut, 

 sin2x =  
 

 
 ( 1 – cos 2x)  dan   

 cos2x =  
 

 
 ( 1   cos 2x) 

Contoh  

3. Carilah ∫          

Penyelesaian  

∫          = ∫(    )     

= ∫* 
 

 
(        +     

= 
 

 
 ∫(                )    

= 
 

 
 ∫,         2

 

 
 (          )3-    

= 
 

 
     

 

 
        + 

 

  
      + C 

maka 

∫         = 
 

 
     

 

 
        + 

 

  
      + C 

 

Kasus 3, ∫              , dimana salah satu m atau n 

ganjil 

Penyelesaian kasus 3 ini sama dengan pada kasus 1 

Contoh  

3. Carilah ∫                 

Penyelesaian  

∫                = ∫                     

= ∫      (        )        

= ∫                         

= ∫                ∫                

= 
 

 
 sin5x    

 

 
 sin7x + C 

maka 

∫                 
 

 
 sin5x    

 

 
 sin7x + C 
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Kasus 4, ∫              , dengan m dan n bilangan 

genap  

Penyelesaian kasus 3 ini sama dengan pada kasus 2 

Contoh  

4. Carilah ∫                

Penyelesaian  

∫                 =∫ 0
 

 
(       1

 

0
 

 
(       )1     

  =∫ 0
 

 
(               1 0

 

 
(       )1   

  = 
 

 
 ∫ 0(         

 

 
(     ) 1(1 + cos 2x) dx 

  =
 

 
 ∫ 0(

 

 
 
 

 
                    )      1dx 

  = 
 

 
∫,(

 

 
  
 

 
      (      )   

 

 
 sin 4x      -  

     dx 

  =
 

 
∫ 0(

 

 
   

 

 
                            1dx 

  = 
 

  
   + 

 

  
        

 

  
         + 

 

  
        + C  

 

Kasus 5, ∫          atau ∫            dengan n bilangan 

genap  

Untuk menyelesaikan kasus ini, kita tulis ; 

     =        .            atau             =          .                       

=        (     - 1)                          =          

(       - 1)                              

 

Contoh 

5. Carilah ∫          

Penyelesaian  

∫          = ∫                

= ∫      (       )      

= ∫(               )     

= ∫                ∫          

= 
 

 
                + C 
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Kasus 6,∫           atau ∫            dengan n bilangan 

genap  

Untuk menyelesaikan kasus ini, kita tulis ; 

      =                            

           = (        )
(   )

 ⁄           

atau 

        =                  

               = (          )
(   )

 ⁄           

 

Contoh 

6. Selesaikan ∫             

Penyelesaian 

∫             = ∫                      

= ∫(        )              

= ∫(        )     + ∫             

=   
 

 
        –         + C 

 

Kasus 7, ∫           atau ∫             dengan n bilangan 

ganjil positip 

Untuk menyelesaikan kasus ini digunakan 

pengintegralan parsial. 

 

Contoh 

7. Selesaikan ∫             

Penyelasaian  

∫             =                 + ∫              

=                 +                    + C 

 

Soal Latihan ; 

Selesaikan Integral berikut ; 

1. ∫                

2. ∫                  

3. ∫           

4. ∫           
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5. ∫           

6. ∫               
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BAB II   
TEKNIK INTEGRAL 

 

Beberapa macam teknik pengintergralan digunakan 

untuk menentukan antiturunan suatu fungsi. Hal ini 

bertujuan untuk memudahkan dalam menentukan 

selesaian  integral fungsi yang ditentukan.  

A. Teknik Substitusi  

Dalam bidang kalkulus integral 

substitusi atau substitusi u  adalah salah satu metode 

untuk mencari integral dengan mensubstitusi salah satu 

variabel dan mengubahnya menjadi bentuk yang lebih 

sederhana. 

Istilah lain untuk teknik substitusi adalah pemisalan. 

Teknik substitusi pada umumnya digunakan untuk 

memudahkan selesaian integral ke bentuk rumus dasar 

rumus integral tak tentu, yaitu;  

a. dx =   + C, asalkan n  -1 atau 

b.  = + C, asalkan n  -1  

Karena rumus di atas adalah pedoman umum, maka 

integrannya menyesuaikan dengan rumus di atas. Jika 

belum sesuai atau menyimpang dari bentuk di atas maka 

sedapat mungkin diubah terlebih dahulu. Dengan 

demikian setelah integran sesuai dengan bentuk baku 

integralnya dapat dilakukan dengan mengaplikasikan 

rumus dasar integral tidak tentu.  

Perhatikan beberapa contoh berikut: 

1.  dx 

Misal     u =   


nx

1

1





n

xn



  dxxfxf
n

)(')(
 

1

)(
1





n

xf
n



  x1

x1
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Substitusi bentuk terakhir ke  dx, diperoleh 

= -2  

Dengan rumus dasar di dapat  

 dx  = -2  

                     = -2 = -  

2.  

Misal    A  = 3x + 12 

         d(A)  = d(3x+12) 

           dA  = 3 dx 

             dx =  

Sehingga   =  

                                    =  

                                    =  

                                    =  

                                    =   

 

xu  12

)1()( 2 xdud 

dxudu  2

  x1

  duuu )2(  duu2

  x1  duu2

C
u










3

3

Cx  3)1(
3

2

  dxx 11)123(

3

dA

  dxx 11)123(  3

11 dA
A

 dAA11

3

1

C
A

)
12

(
3

1 12

CA 12

36

1

C
x




36

)123( 12
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3.  dx 

Misal     A = 2x  

          d(A) = d(2x) 

             dA = 2 dx  

           dx =  

 dx  =  

                     =    

                     =   

                     =  

                     =  

                     =  

                     =  

                     =     

4.  (4x+2) dx 

Jawab  

Misal  A =  

                A  = 4x  4x 

               2A dA = (8x+4) dx 

               2A dA = 2(4x+2) dx 

xCos 22



2

dA

xCos 22


2

cos2 dA
A

 ACos2
dA

2

1

 AdA2cos
2

1




dA
A

2

2cos1

2

1

  AdAdA 2cos
4

1

4

1

C
AA


8

2sin

4

C
xx


8

4sin

4

2

C
xx


8

4sin

2

  xx 44 2

xx 44 2 
2 2
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                 A dA  = (4x+2) dx 

Sehingga  

     (4x+2) dx = .A dA 

                                        =   

                                        =   

                                        =  + C  

5.  

Jawab  

Misal  P =  

     P = 3t + 4  t =  

  d(P ) = d(3t+4) 

2P dp = 3 dt dt = , sehingga  

 =  

               = 

 
 

6.  

Jawab 

Misal u=  

  xx 44 2

 A

 dAA2

CA 3

3

1

3 2 44
3

1
xx 


 43t

tdt

43 t

2


3

42 P

2

 Pdp
3

2


 43t

tdt




p

dpp
P

)
3

2
)(

3

4
(

2

  dpP )82(
9

1 2


 2

2

16 x

dxx

216 x
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
 92xx

dx




dx
x

x

162

  dxxx 2/3)23(

 dx
x

3

sin

        u = 16 - x x = 16  u  

    d(u ) = d(16 - x ) 

    2udu = (-2x)dx  dx =    
 

 
 dx 

              

     = du 

                        =  

                        = -  

                        =  

                        =  

                        = 

 
 

Soal-soal  

Tentukan hasil pengintegralan di bawah ini:                       

1.                          6. 

2.                              7.   

3.                                8.  

4.                         9.  

2 2


2 2

2 2




 2

2

16 x

dxx












u

x

u
u )16( 2

du
x

u





216

  duu
x

)16(
1 2

2

3

1
3

16
C

x

u
C

x

u


C
x

x
x

x

x








3

16
)16(

16
16

2
2

2

C
x

x

x

x








3

)16()16(16 2/322/12

  dttt 2/3)2(

dx
x

x


sin


12

3

t

dt




dx
x

x

2sin

2cos1
2
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dxxn

cot5.       10. 

 

B. Teknik Substitusi Fungsi Trigonometri 

      Teknik substitusi fungsi trigonometri digunakan untuk 

menyelesaikan integral jika integrannya memuat bentuk-

bentuk: 

a. , a > 0, a  Real  

b. =  , a > 0, a  Real  

c.  , a > 0, a  Real  

atau bentuk lain yang dapat diubah menjadi bentuk di 

atas, misalnya  

=

 

=  

 

= atau  yang dapat 

diubah menjadi bentuk kuadrat sempurna.  

Integrannya memuat  atau 

 sejenisnya, 

Gunakan substitusi  

x = a sin t atau sin t =   

x = a sin t dx = a cos t dt 

dengan  -   sehingga,   





dt

tt

ttt

13

13sin)16(

2

2

22 xa  

22 ax  22 xa  

22 ax  

222 xba  2

2

x
b

a










xba 22  2

2

x
b

a










222 bxa 

2

2










a

b
x cbxax 2

22 xa 

a

x



2



2


 t

22 xa 

t

x

a
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 =  

              =   

              =  a cos t 

Catatan  

Gambar segitiga siku-siku di atas yang masing-masing 

sisinya diketahui berguna untuk menentukan nilai fungsi 

trigonometri yang lain, yaitu cos t, tan t, cot t, sec t, dan 

csc t. Hal ini dikarenakan sangat mungkin hasil dari 

pengintegralan adalah fungsi-fungsi tersebut. 

Contoh: 

Tentukan hasil pengintegralan berikut ini: 

1. dx 

Jawab  

Substitusi x = 2 sin t  

  sin t =      

  dx = 2 cos t dt 

         

  =  

Sehingga  

     dx   =  

                           =   

                           =  4   = 4   

                           =  2   + 2 dt 

                           =  2t + sin 2t + C 

                           =  2t + 2 sin t cos t 

22 xa 
22 )sin( taa 

)sin1( 22 ta 


24 x


2

x

24 x tt cos2sin44 2 


24 x  tdtt cos2.cos2

 tdtt coscos4

 tdt2cos 


dt
t

2

)2cos1(

 dt  t2cos

x
2

t24 x


