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KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Allah Yang Maha Esa atas
karunia dan hidayah-Nya, kami dapat menyusun Buku Kalkulus
Elementer II untuk mahasiswa Program Studi Matematika. Materi dalam
buku ajar ini sesuai dengan perkembangan materi di dalam kalkulus
elementer L

Buku Kalukus Elementer ini terdiri dari beberapa BAB di mulai
dari pendahuluan, kemudian pembahasan mengenai integral tak tentu,
dan pembahasan mengenai teknik integrasi. Pada setiap BAB di lengkapi
dengan bahasan materi dan uji kompetensi. Penyelesaian penulisan buku
ini tidak terlepas dari dukungan dan bantuan dari berbagai pihak. Oleh
karena itu, dalam kesempatan ini disampaikan rasa terima kasih dan
penghargaan yang sebesar-besarnya kepada berbagai pihak atas
dedikasi, pengorbanan waktu, tenaga, dan pikiran dalam penyelesaian
buku ajar ini. Buku ini membahas mulai dari Pendahuluan, integral tak
tentu. Teknik integrasi, integral tentu sampai dengan aplikasi Integral.

Kami mengharapkan saran dan kritik dari para pakar di bidang
pendidikan khususnya bidang matematika sebagai bahan untuk
melakukan peningkatan kualitas buku ajar ini. Semoga buku ini dapat

bermanfaat bagi kita semua.

Samarinda, 20 Agustus 2024

Penulis
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BAB 1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Materi dalam Buku ajar kalkulus elementer II disusun sesuai
Rencana Pembelajaran Semester (RPS) mata kuliah Kalkulus Integral di
Program Studi Matematika. Tujuan penulisan Buku ajar ini adalah untuk
membantu mahasiswa semester III dalam mempelajari materi yang
terdapat dalam mata kuliah Kalkulus Integral. Dalam buku ajar tersebut
terdapat 5 (tujuh) BAB dintaranya Pendahuluan, Integral Tak Tentu,
Teknik Integrasi, Integral Tentu, dan Aplikasi Integral. Buku ajar Kalkulus
Elementer II merupakan pondasi untuk mempelajari mempelajari mata
kuliah pada semester berikutnya seperti Persamaan Diferensial Biasa,
Persamaan Diferensial Parsial, Pemodelan Matematika, dan Matematika

Biologi.

B. Ranah Keterampilan Umum
Mampu menguasai prinsip dasar bidang keahlian untuk menganalisis
masalah, mengambil keputusan secara tepat, dan melakukan evaluasi,

baik secara mandiri maupun kelompok

C. Ranah Keterampilan Khusus

1. Mampu mengembangkan pemikiran matematis, yang diawali dari
pemahaman prosedural/ komputasi hingga pemahaman yang luas
meliputi eksplorasi, penalaran logis, generalisasi, abstraksi, dan bukti

formal.



2. Mampu mengamati, mengenali merumuskan dan memecahkan
masalah melalui pendekatan matematis dengan atau tanpa bantuan

piranti lunak.

D. Ranah Pengetahuan
Menguasai konsep matematika murni dasar, matematika terapan
sederhana, dan dasar - dasar pemrograman yang mendukung

pembelajaran dan penelitian matematika.

E. Antiintegral
1. Definiri turunan fungsi y terhadap x didefinisikan dengan :

dx y=p Ax—»0 AX  Ax—0 Ax

2. Rumus - rumus Dasar Turunan

a)p:a —>p’=d—z=0

d
’ dp
b)p=ax »p'=—"—=a
c) p = ax™ —>p’=%=anx”‘1
’ dp ’
d)p=aqlx) »p'=_—=aqk)

) p=(q0)" - p' =L=n(q0)" @)
) p=q() +h(x) > p =L =q() +1()
dp

gpr=q)—hx) ->p' =—= gk -hn(kx)

h)p =q()h(x) - p' = Z—Z = q'(0)h(x) + q(x)h'(x)

i) p= % S p' = Z_z _ q’(x)h((a;)(;;q)(zx)h'(x)

3. Turunan fungsi bersusun atau berantai dirumuskan:
dp B du _ dp
dx dx du



4. Jika diketahui p(x) = y, maka turunan dari fungsi trigonometri adalah

a) p(x) =y =sinx,»>p'(x) = Z—z = CcosXx
b) p(x) =y =cosx,—»p'(x) = Z—z = —sinx
c) p(x) =y =tanx,-»p'(x) = dx = sec?x
5. Rumus turunan invers fungsi trigonometri adalah sebagai berikut.

a) arcsinu adr dp .
p= Y

dp 1

b)p—arccosu—>du —=

dp 1
C =qarctanu —»>— =
) p du  u?+1

6. Rumus-rumus dasar turunan fungsi eksponensial dan logaritma:

dp x
a)p=e* -—=e
)p =

b)p =e1® d_p = ¢'(x)e®

c) p=log.x - 3—=—logc

q'(x)
d)p = log, q(x) » £ =L log. e
e)p=a”* —>Z—Z=axlna

dp _ 1
fy p=Inx -2 ==
dx x

g p=hlf@)] - L= —=q®

h)p=Infg(@)] » L= =)

7. Turunan Fungsi Hiperbolik

dp

a) p = sinhx - = cosh x

— av _
b) p = coshx — ol sinh x

d
c) p =tanhx - d—z = sech®x

d) p = cothx - Z—Z = —csch?x, x#0
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dp

e) p = sechx — = —tanh x sech x
d
f) p =cschx —>d—Z=—cothxcschx,

Turunan Fungsi Hiperbolik Invers

a) p = arsinhx - _ 1
p= dx  VxZ+1
dp 1
=arcoshx » —=——
b)p =arcoshx -0 ===
dp 1
= _ — =
c) p = artanhx =T
dp 1
=arcothx » —=——
d) p = arcoth x il
dp _ 1

e = arsechx » — =
)p dx  xvV1-x2’

f) p = arcschx o1
dx [x|V1+x?’

x#0

1<x
x| <1
1< |x|
0<x<1

x # 0.



BAB 2
INTEGRAL TAK TENTU

A. Deskripsi Materi

Dalam Bab 2 ini materi yang diajarkan meliputi definisi integral,
notasi dan konstanta integral, integral tak tentu fungsi konstan, integral
tak tentu bentuk pangkat, integral tak tentu fungsi trigonometri, dan

integral tak tentu sebagai operator linear.

B. Materi
1. Definisi Integral
Integral adalah antidiferensial yang merupakan operasi kebalikan atau
invers dari diferensial. Jika F(x) adalah suatu fungsi hasil integral dari
f(x) yang bersifat F’(x) = f(x) dalam interval I untuk semua x € I, maka
F(x) dapat dinotasikan:
F(x) = [ F'(x)dx atau F(x) = [ f(x)dx
dengan f(x) fungsi yang diintegralkan dan x adalah integrator. Untuk
memahami hubungan antara operasi pendeferensialan dengan operasi
pengintegralan, tinjaulah fungsi F(x) yang mempunyai turunan
F'(x)=f(x) =2x
Banyak kemungkinan bentuk fungsi F(x) yang memiliki turunan
f(x) = 2x, sehingga secara umum bentuk fungsi F(x) dapat ditulis dalam
bentuk
F(x) = x* +c,
yang disebut dengan himpunan antidiferensial atau himpunan
antiturunan dari F’(x) = f(x) = x, dengan c € R. Untuk nilai ¢ yang

berbeda, maka akan diperoleh fungsi F (x) yang berbeda pula.



2. Notasi dan Konstanta Integral

Operasi integral ditulis menggunakan notasi integral () yang
dikenalkan oleh Leibniz. Pengintegralan fungsi f(x) terhadap x ditulis
dalam bentuk

[ fo0)dx,
disebut sebagai integral tak tentu dari fungsi f(x) terhadap x. Integral tak
tentu dari fungsi f(x) terhadap x secara umum dapat ditulis
[f(x)dx = F(x) +¢c,

dengan F(x) dinamakan fungsi integral umum dan F(x) bersifat F'(x) =
f(x), f(x) disebut fungsi integran, dan ¢ konstanta penginteralan atau

integrator.

3. Integral tak tentu fungsi konstan
Jika f(x) = a dengan f(x) adalah fungsi konstan dan a,c adalah
konstanta, maka integral tak tentu fungsi konstan adalah:
a) f[0dx=c
b) [dx=x+¢
c) fadx =ax+c

Contoh

Tentukan integral berikut:
1) [3dx=--

2) [—11dx = -

3) [ dx=--

4) [V5dx =

5 [l4]dx = -

6) [=v2dx =



7) J(V3—=3V7)dx =
8) [mdx ="
9) [(r—2V3)dx ="

10) [ (2(V5 - %)) dx = -

Penyelesaian
Mengikuti rumus integral fungsi konstan, maka hasil integral soal
di atas adalah sebagai berikut.
1) [3dx=3x+c
2) [-1ldx=-11x+c

3) Jsdx=sx+c

4) [V5dx=+5x+c

5) [l4] dx = |4]x +c

6) f%\/idx=%\/§x+c

7) J(V3=3V7) dx = (V3 - 3VT)x + ¢

8) [mdx=mnx+c

9) f(r—2V3)dx=(r—2V3)x+c

10) f(i(i/ﬁ—#)) dx=(§(i/§—n2)>x+c

4. Integral tak tentu bentuk pangkat
Jika n adalah bilangan riil dengan n # —1 dan ¢ adalah konstanta,

maka integral tak tentu bentuk pangkat adalah:

a) [x"dx = —x™1 4 ¢
n+1

b) [ax" = ﬁxn“ +c¢, dengan n=# -1



Contoh
Selesaikan integral berikut:
1) [x?dx=--
2) fgxz dx = -
2
3) [Ldx=--
4) [(x®=2Vx)dx =
5) f(xx/z+§x+2\/§)dx=
6) J(x*—2x3+4x*+2x—1)dx =
2,3 2 _1 = ...
7) f(gx —3x —Ex+5)dx—
8) [(x+2)(x—1dx="-
9) [3x%2(2x®—4)dx = -
2x7 +x5-3x*
10) [ 22 g = o

Penyelesaian
Mengikuti rumus integral bentuk pangkat, maka hasil integral soal di
atas adalah sebagai berikut.
1)fx2dx=§x3+c
1,.2+1
5

Z)féxzdxzx—

2+1

+c

1.3
fl SN A U SO
5x x—3 C—5 3x Cc

1 1
—x2 = — 3
,[SX dx 15x +c

3) fxz—3dx = [2x"3dx

2x—3+1

= +c
—3+1

2x72
= +cC
-2

=-x"2+c




- — 1 +C
3+1 =+1
2
4 3
X 2x2
=L -4
4 =
2
1 1
=-x*-2-Zx-x2+4c
4
1.4
X —sxfx+e

1 1 1 1
5) f(xﬁ+5x+2\/§)dx=f(x-x2+§x+2x2)dx
1 3 1 1
j(x\/§+§x+2\/§)dx=f(x2+§x+2x2)dx

30 1oan X

1 X2 X 2x271
f(xﬁ+—x+zﬁ)dx= +37 422 L
3 3 1+1 1
341 Z+1
2 2
5 1 I 3
X2 2 X2
(x\/_+ x+2\/_)dx=— 3—+—+c
5 2 3
2 2
1 25 11 2 3
2 =—x2+—-—x%4+2-—x2
](x\/_+3x+ ﬁ)dx X +3 5% + 3% +c
1 2 1 4 1
](x\/_+3x+2\/_>dx=§ x2+€x2+—x x2+c
1 2
f(x\/}+§x+2\/§)dx—§ 2\/_+ x + = x\/_+c
4+1 3+1 2+1
6) [(x*—2x3+4x?+2x—1)dx == _E LGB
441 3+1 2+1
20 e
1+1
x®  2x* 4x®  2x?
(x*—2x3+4x?> +2x — 1) dx = —— + + —x+c

5 4 3 2

1 1 4
f(x4—2x3+4x2+2x—1)dx=§x5—5x4+§x3+x2—x+c



7) f(§x3—3x ——x+5)d T T g toxte
2 1 %XA‘ 33 %xz
f(gx — 3x? —§x+5)dx= T +5x +c
2 1 21 11
f(gx — 3x? —§x+5)dx=§-zx4—x3—§ 5% Z+5x+c
1 1

1
f(3x — 3x2 —§x+5)dx—6x —x3 —Zx +5x+¢c

8) [(x+2)(x—1Ddx=[(x*+x—2)dx

2+1 1+1

f(x+2)(x—1)dx= *

1111 FTe

1 1
j(x+2)(x—1)dx=§x3+§x2—2x+c

9) [3x2(2x3 —4)dx = [(6x> — 12x?) dx

6x5+1 12X2+1
j 3x2(2x3 —4) dx = - +c

5+1 2+1

]3x2(2x3 —4)dx =x°—4x3+¢

dx = J(29c7‘2 +x572 = 3x*2) dx

dx = J‘(Zx5 + x3 — 3x?) dx

5+173+1 2+1°¢

2X7 + XS _ 3x4> 2X5+1 x3+1 3x2+1
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5. Integral Tak Tentu Fungsi Trigonometri
Jika f(x) adalah fungsi trigonometri dan ¢ adalah konstanta, maka
integral tak tentu dari fungsi trigonometri adalah:
a) [sinxdx =—cosx+c
b) [ cosx dx = sinx + ¢
¢) [tanx dx = In|secx| + ¢
= —In|cosx| + ¢
d) [ secx dx = In|secx — tanx| + ¢
= —In|secx + tanx| + ¢
e) [ cscx dx = In|cscx — cotx| + ¢
= —In|cscx + cotx| + ¢
f) [ cotxdx =In|sinx| + ¢
g) [ sec’xdx = tanx + ¢
h) [ csc?xdx = —cotx + ¢
i) [tanx-secxdx =secx+C
j) [cotx-cosecxdx =—cosecx+C

Perluasan rumus integral tak tentu fungsi trigonometri:

a) [ sinaxdx = —=cosax + ¢
a
b) [ cosaxdx = ésinax+ c
) [ sin(ax + b)dx = —%cos(ax +b)+c
d) [ cos(ax + b) dx = %sin(ax+ b) +c

Untuk mempermudah mengingat integral tak tentu dari fungsi
dasar trigonometri sin x dan cos x, maka dapat digunakan pola lingkaran

berikut:

|11



sin x

COoS x —COSXx

—sinx

Gambar 1. Diagram alir integral sin x dan cos x

Berdasarkan diagram alir tersebut dapat ditentukan integral tak
tentu dari fungsi trigonometri yaitu:
a) [sinxdx =—cosx+c
b) [(—cosx)dx = —sinx + ¢
Q) [(=sinx)dx = cosx +c
d) [cosxdx =sinx +c

Dalam menyelesaikan integral tak tentu dari fungsi trigonometri,
selain mempelajari rumus-rumus integral tak tentu dari fungsi
trigonometri, kita harus memahami konsep dasar atau rumus-rumus dari
trigonometri. Beberapa konsep trigonometri yang diperlukan untuk

menyelesaikan integral tak tentu dari fungsi trigonometri antara lain.

a. Nilai fungsi trigonometri pada setiap kuadran

Dalam mempelajari fungsi trigonometri, kuadran merupakan
konsep penting yang harus dipahami karena pada setiap kuadran nilai
fungsi trigonometri dapat bernilai positif atau negatif. Untuk memahami

hal tersebut, perhatikan Tabel 1.

|12



Tabel 1. Nilai fungsi trigonometri pada setiap kuadran

Nilai Fungsi trigonometri

Kuadran Sudut (x) :
sin x COS X tan x
I 0° < x <90° + + +
11 90° < x < 180° + — —
III 180° < x < 270° - - +
1\ 270° < x < 360° — + —

b. Kebalikan dari fungsi trigonometri

Adapun kebalikan-kebalikan dari fungsi trigonometri adalah

sebagai berikut:

1 1
1) sinx = — sehingga cscx = —
) CSCXx gg

1
2) cos x = — sehingga secx =
) secx gg

sinx 1
3)tanx = =

Cos X cotx

Cosx 1
4) cotx = =

sinx tanx

c. Sudut negatif dalam fungsi trigonometri

1) sin(—x) = —sinx
2) cos(—x) = cosx
3) tan(—x) = —tanx
4) csc(—x) = —cscx
5) sec(—x) = secx

6) cot(—x) = —cotx

sinx

CosXx

d. Rumus dasar integral trigonometri

1) [tanx dx = In|secx| + ¢

= —In|cosx| + ¢

|13



2) [secxdx = In|secx —tanx| + ¢
= —In|secx + tanx| + ¢

3) [cscxdx =In|cscx — cotx| + ¢

= —In|cscx + cotx| + ¢
4) [cotxdx =In|sinx|+c
5) [sec’xdx =tanx +c
6) [csc?xdx = —cotx + ¢
7) [tanx-secxdx =secx +c
8) [cotx-cosecxdx =—cosecx+c
Contoh
Selesaikan integral berikut:

1) [sin7xdx = -

2) [sin(—3x)dx =
3) [cos2xdx =

4) [ cos(—V3x)dx = -
5) [tangxdx = -

6) [tan(—2x)dx = -
7) [sin(2x +3)dx = ---

8) [tan (%x + 1) dx = -

9) [cos(—=3x +5)dx = -
10) [tan(1 + 2x) dx = -+

Penyelesaian

1) [sin7x dx = —%cos7x+c

2) [sin (—2x) dx = 3cos (= 1x) +¢
. 1 1
fon(-an=sos(3) o

| 14



3) [ cos2xdx = %sian +c
1 .
4) [ cos(—V3x) dx = —ﬁsm(—\/?x) +c
V3
f cos(—V3x) dx = ?sin(\/gx) +c
5) ftan%xdx =9In |sec%x| + ¢ atau
ft ! dx = —91 | ! | +
angx dx = njcosgx|+c
6) [tan(—2x)dx = —%lnlsec(—Zx)I + ¢ atau
1 1
ftangx dx = Elnlcos(—Zx)I +c
7) [sin(2x +3)dx = —%cos(Zx +3)+c
8) [tan (%x + 1) dx =2In |sec (%x + 1)| + ¢ atau
1 1
ftan (Ex + 1) dx =—=21In |cos (Ex + 1>| +c
9) Jcos(—3x+5)dx = —%sin(—Sx +5)+c¢
10) [ tan(1 + 2x) dx = %lnlsec(l + 2x)| + ¢ atau

[tan(1 + 2x) dx = —%lnlcos(l + 2x)| + c.

6. Integral tak tentu sebagai operator linear
Jika f dan g merupakan fungsi yang memiliki integral, k dan c

adalah konstanta, maka:

[re+ genax = [ redx + [ guodx

[ e - genax = [ redx - [ guodx

|15



Contoh

Selesaikan integral berikut:

) [(x2+1)dx =

2) [(x3 +2x%) dx = -

3) [(3x% — 5vx)dx = -

4) [(x* = 3x2 + 5x — 7)dx = -

5)f( x +x2\/§—§x2+2x—5)dx=---
6) J (& —x)dx =

N (E-2+10)dx =

8)[( + 3x* — x)dx:

9) J(1- xZ)(3x3 —2)dx = -
10) f(2°2° 2021) dy = -

CsCcXx secx

Penyelesaian

1) [(x®+1)dx=[x*dx+ [dx

2+1 0+1

x
2 11 _
](X +1)dx 2+1+0+1

(x2+1)dx:£+x+c
3

+c

2) [P +2xD)dx=[x3dx+ [2x*dx

f(x3+2x2)dx=fx3dx+2fx2dx

3+1 2x2+1

X
34 2x2)dx =
j(x ta)de =gty te

x*  2x3
j(x3+2x2)dx=z+?+c

1 2
f(x3 + 2x%) dx =Zx4+§x3 +c
3) [(3x3®—5vVx)dx = [3x3dx — [5Vxdx

|16



f(3x3—5\/§)dx=3fx3dx—5f\/§dx
f(3x3—5\/§)dx=3fx3dx—5fx%dx

1
3x3t1  5x2t!

f(3x3 —2vx)dx =

+c

3+1 1
7+1
3 5 3
X2
3 _ _ 2,4 _ 2"
f(3x 2v/x) dx 7% 3 +c
2
3 2 3
j(3x3—2\/§)dx=zx4—5-§x5+c
3 10 1
f(3x3—2\/§)dx=1x4—?x-x§+c

3 1
j(3x3 — 2v/x) dx =%t - 3§x\/§+c

4) [(x*=3x2+5x—7)dx = [x3dx— [3x*dx+ [5xdx— [7dx

=Jx3dx—3fx2dx+5jxdx—7jdx

x3+1 3x2+1 5x1+1 7X0+1

=341 241 141 o0+1°°¢
x* 3x3 5x?
=I_T+T_7x+c
1

5
=Zx4‘—x3+§x2—7x+c

5) f(%xs+x2\/§—§x2+2x—5>dx=f%x5dx+fx2\/§dx

2
—fgxzdx+f2xdx—f5dx
1 1 2
=§fx5dx+fx2-xzdx—gfxzdx+2fxdx—5fdx

_ %x5+1 s %+1 %x2+1 . 2xltl 5, 0+1 .
T5+1 5 241 1+1 0+1 °
2
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11 27 21
=§-6x6+§x2—§-§x3+x2—5x+c
1 2 2
:Ex6+§x3\/§—§x3+x2—5x+c
6) f(xz—s—x)dxzfx%dx—fxdx
2 3
f(x—3—x>dx=f2x_ dx—fxdx
2
f(;—x)dszfx*dx—fxdx
2 ; D=3l 11
j(F_x) ey e
2 2x~%  x?
I(F_x>dx: — —7+c
2 1 x?
’[(F—X dx=—x—2—7+c
3 1 3 1
7) J(5-5+10)dx=[Zdx—[Zdx+[10dx
3 1 . 2
](F—x—2+10>dx=J3x‘ dx—fx‘ dx+f10dx
3 1 5 2
f(;—x—2+10)dx=3fx‘ dx—fx‘ dx+10fdx
.’»<3 1 +10>d B 3x—5+1 x—2+1 +10x0+1+
x5 x2 *T5y1 2417041 7€
3 3X_5+1 X_2+1 1OXO+1
- 1 = —
](x5 2t 0>dx 5+1 —2+1 o041 '€
2 7 2 7
8) f(;+3x4—x3&—x\/§)dx=f;dx+f3x4‘dx—fx3ﬁdx
—fx\/}dx
7 1
=f2x‘7dx+f3x4dx—f 1dx—fx-xzdx
X3+ x2
7 1
=j2x"7dx+J3x4dx—f 1dx—Jx1+§dx
341
X~ 2
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