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Halaman Pengantar

Selamat datang di dunia aljabar linier, sebuah cabang matematika yang fundamental dan
mendalam, yang memegang peranan penting dalam berbagai disiplin ilmu. Buku ini
dirancang untuk memandu Anda melalui konsep-konsep dasar dan lanjutan aljabar linier

dengan cara yang sistematis dan mudah dipahami.

Aljabar linier adalah kunci untuk memahami struktur ruang dan transformasi dalam
matematika. la menawarkan alat yang kuat untuk menganalisis dan menyelesaikan masalah
yang melibatkan sistem persamaan linier, vektor, dan matriks. Dari aplikasi praktis dalam
teknik, fisika, dan ekonomi, hingga teori murni yang membentuk fondasi bagi banyak cabang

matematika lainnya, aljabar linier memiliki peran yang tak tergantikan.

Dalam buku ini, kami memulai dengan pengantar dasar mengenai konsep vektor dan
matriks, kemudian membahas operasi-operasi dasar yang dapat dilakukan pada entitas-entitas
ini. Selanjutnya, kami menjelaskan sistem persamaan linier, ruang vektor, dan berbagai
konsep penting seperti nilai eigen dan vektor eigen, serta dekomposisi matriks. Setiap bab
dirancang untuk membangun pemahaman Anda secara bertahap dan menyertakan berbagai

contoh serta latihan untuk memperdalam penguasaan materi.

Kami berharap buku ini tidak hanya menjadi sumber referensi yang berguna tetapi juga
sumber inspirasi untuk mengeksplorasi lebih lanjut keindahan dan kekuatan aljabar linier.
Selamat belajar dan semoga perjalanan matematika Anda penuh dengan penemuan dan

pemahaman baru.

Penulis



IV |Aljabar Linier

Daftar Isi

1. SISTEM-SISTEM PERSAMAAN LINIER DAN MATRIKS ....coiieeemreerneeesersensseesseessssessessseesseessssssessens 1
1.1. Pengantar Kepada Sistem-Sistem Persamaan LINier .....cooneneenneneeneensernsseseessessssesseens 1
1.2, ElIMINGAST GAUSS .uceueeueemeeseessesresssesssesssessssssssesssessssssssesssesssasssessssssssssssesssesssesssessssesssesssesssssssssssesssesssessssesss 8
1.3.  Sistem Persamaan Linier HOMOGEN ... sssssssssssessessens 13
1.4.  Matriks dan Operasi MatliKS ... eenreeeeseesssessessesseesssesssesssesssessssssssssssessssssssssssssssssssecens 16
1.5. Kaidah-Kaidah IImu Hitung MatriKs.....cc.cmencneneneeseeseseessessessesssessessesssesesssssssessesssesssssssenns 20
1.6. Matriks elementer dan Metode untuk Mencari A — L. seessseesseesseeens 26
1.7.  Hasil Selanjutnya Mengenai Sistem Persamaan dan Keterbalikan..........coveeneenseereensecens 30

2. DETERMINAN. ..ot ssss s ssssssss s ssss s sass s s bbb bbb 34
2.1, FUNESi DETEIMINAIN cooucceecr e ss s s es 34
2.2.  Menghitung Determinan dengan Reduksi Baris.......oeneenneneensesenseeneesesseesseessessessesees 37
2.3. Menghitung Determinan dengan SAITUS .....c.ceerermerseesseesssessesssessssssssessessssssssessessssssessses 38
2.4.  Sifat-sifat FUNgSi DEtErMINAN .....ocoiereerecereeeereseise et sssess s s ssssss s s sanas 40
2.5. EKkspansi KofaKtor; AtUran CrameT ... ieesessesssssssssssssssssessssssessssssssssssssssssssssssssssassssnes 41

3. VEKTOR-VEKTOR DI DALAM RUANG-2 DAN RUANG-3....comrrmrnssssssrssssssssssssssssssssssssesns 48
3.1. Pengantar kepada VeKtor (GEOMELTIK) .....cocriurreurieneeereeserseeseeeessesssessessesseesses s sesssssssessessesses 48
3.2. Norma Sebuah Vektor; [Imu Hitung VEKELOT ......ccmnmiissssssssssssssssssssssssssssssssssssanas 52
3.3, PerKkalian TitiK; PrOyEKSi .ot sesssssessse s sssss s ssse s sasessees 55
3.4, Perkalian Silang ... s 59
3.5. Garis dan Bidang di dalam RUANE-3 .........cnenieneereeneiseeseisesssessesssssesssessss s ssssssssssssssasessees 62

4.  RUANG-RUANG VEKTOR ..ttereeteereeneesseesssessessseessesssssssssssssssssssssssssssssesssesssessssssssssssasssassssssssssssasssessssssssesanes 64
4.1, RUANE-T EUCHAIS couteeeereeeeeeeet ettt eess et ss s s s st s 64
4.2, RUANE VEKEOT UIMUIN..ciiiitiiritreieseieeeseeeee e ssseeessse s ssssssessse s ssss s s s st s s s 65
LG TR0 1o o0 F: V= PP PPTPEPPPON 66
4.4, KeDeDaSaN LINIEI ...t ssssss s sess s sssssss s sssssssssssssssss s sssssssessssssssens 68
4.5, Basis dan DIMENSI .. 71




V |Aljabar Linier

4.6. Ruang Baris dan Ruang Kolom Sebuah Matriks; Rank; Pemakaian kepada Pencarian
Basis 74

4.7.  Ruang Hasil Kali Dalaml......oeceeeeesesseesssessessssesssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssasssessssssssees 77
4.8. Panjang dan Sudut di dalam Ruang Perkalian Dalam ..........cnnenseneenneeneensenecseesseeneens 77
4,9.  Basis Ortonormal; Proses Gram-Schmid ... 78
4.10. Kordinar; PErubahan Basis ....esssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseses 79




1 |Aljabar Linier

1 o SISTEM-SISTEM PERSAMAAN LINIER DAN MATRIKS

1.1.Pengantar Kepada Sistem-Sistem Persamaan Linier

Definisi 1

Persamaan linier adalah suatu persamaan dimana variabel yang terlibat berderajat paling
tinggi satu. Jika kita mempunyai beberapa persamaan linear maka sekumpulan persamaan
linear itu disebut sistem persamaan linear. Suatu pasangan beberapa bilangan disebut solusi
dari suatu SPL jika pasangan tersebut memenuhi kebenaran masing-masing persamaan dari
SPL tersebut.

Sistem persamaan linier adalah kumpulan dari dua atau lebih persamaan linier yang
memiliki variabel yang sama. Persamaan linier itu sendiri adalah persamaan yang dapat
ditulis dalam bentuk: ax + by + cz + - = d.

Contoh sistem persamaan linier dengan dua variabel:
aix+ay=»b
aix + ax + az+ -+ apxn=>

Persamaan pertama diatas disebut persamaan linier dalam peubah [ dan []. Persamaan
kedua merupakan persamaan linier dibentuk dalam [ peubah xq,x,, x5, ... X;,.
Dengan a4, a,, as, ...a,, dan [J konstata real, dan peubah-peubah dalam suatu persamaan

linier kadang merupakan peubah yang tak diketahui.

Representasi Matriks

Sistem persamaan linier dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks untuk
memudahkan penyelesaian. Misalnya, sistem persamaan linier:

{2x+3y:6
x—y=2

Dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai:

(i —31) (;) - (2)

Contoh 1 (Sistem Persamaan Linier)
Perhatikan SPL berikut ini:
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x+3y=7 X1 — 2% —3x3+x4 =7
1
y=§x+32+1 X1+ x4+ x, =1

Perhatikanlah bahwa sebuah persamaan linier tidak melibatkan sesuatu hasil kali atau
akar variabel. Semua variabel hanya terdapat sampai dengan angka pertama dan tidak muncul
sebagai argumen untuk fungsi trigonometrik, fungsi logaritmik, atau untuk fungsi
eksponensial. Yang berikut ini bukanlah persamaan linier:

x+3y>+7 3x+2y—z+xz=4
y—sinx =0 \/x_1+2x2+x3 =1

Sebuah pemecahan persamaan linier a;x; + axx, + asx; + --- + anx,= b adalah sbeuah
urutan dari n bilangan s, s,, s3, ..., S, Sehingga persamaan tersebut dipenuhi bila Kita
mensubtitusikan x; = s, x, = Sy, ..., X, = S,. Himpunan semua pemecahan persamaan

tersbut dinamakan himpunan pemecahannya.

Contoh 2 (Solusi SPL)
Sekarang perhatikan sistem persamaan linier berikut:

{x—2y=3
3x—6y=9

Perhatikan bahwa jika kita mengalikan persamaan kedua dengan é maka diperoleh

persamaan pertama. Dengan kata lain, SPL ini ekuivalen dengan satu persamaan:
x—2y=3
Kita mempunyai banyak pilihan dari pasangan x dn y yang memenuhi persamaan ini.
Jika kita mengambil 7 € [ sebarang maka x = 3 + 207, y = [1 merupakan solusi persamaan

ini. Dengan demikian SPL semula mempunyai solusi tak hingga banyak.

Contoh 3 (Mencari Himpunan Solusi)
Perhatikan SPL berikut:

{x+2y=2
4x+8y =6

Carilah himpunan penyelesaiannya!

Jika kita mengalikan persamaan kedua dengan i maka Kita peroleh persamaan:

3
x+2y=§

Jadi, SPL semula ekuivalen dengan:
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xX+2y=2
+ 2 _3
x+2y=3

Jelas bahwa tidak ada pasangan x dan y yang memenuhi persamaan ini. Oleh karena itu
SPL ini tidak mempunyai solusi. Sebuah sistem persamaan yang tidak mempunyai
penyelesaian disebut sebagai tak-konsisten, jika paling tidak ada satu penyelesaian, maka
sistem disebut konsisten. Sebagai bahan ilustrasi, beberapa kemungkinan yang terjadi dalam
menyelesaikan sistem persamaan linier dalam peubah [ dan [].

a;x + b;y = ¢, (a4, by tidak keduanya nol)
a,x + b,y = ¢, (a,, b, tidak keduanya nol)
Grafik persamaan linier berbentuk garis, misalkan garis k; dan k,. Ada tiga gambar dari

kedua grafik yang mungkin terjadi, sebagai berikut:

I, 4y L &Y va b

( /’;

l

(2)

(b)

(c)

Tidak mempunyai
penyelesaian

Mempunyai satu
penyelesaian

Mempunyai Tak
Hingga penyelesaian

Gambar 1. Garis Penyelesaian SPL

Grafik kedua persamaan ini merupaakan garis lurus yang disebut ; dan [,. Karena suatu
titik (x,y) terletak pada garis tersebut jika dan hanya jika bilangan x dan y memenuhi
persamaan daris lurus tersebut, maka solusi-solusi dari sistem persamaan tersebut bersesuaian
dengan titik-titik perpotongan [, dan [,. Terdapat tiiga kemungkinan yang diilustrasikan pada

gambar 1.

e Garis l; dan [, mungkin sejajar, yang berarti kedua garis tidak berpotongan dan sebagai
konsekuensinya sistem tidak memiliki solusi.

e Garis [; dan I, mungkin berpotongan hanya pada 1 titik, yang berarti sistem hanya
memiliki tepat satu lokasi.

e Garis [; dan 1, mungkin berhimpun, yang berarti jumlah titik potongnya tak terhingga
dan sebagai konsekuensinya terdapat tak terhingga banyaknya solusi untuk sistem

tersebut.
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Tiga kemungkinan di atas juga berlaku pada sebarang SPL dengan [J buah persamaan

dan [J variabel. Sifat ini kita nyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 1 (Solusi SPL)

Jika kita mempunyai sebuah SPL maka persis hanya satu dari tiga kemungkinan berikut
dipenuhi (Anton, 2015):

a. SPL mempunyai solusi tunggal
b. SPL mempunyai solusi tak hingga

c. SPL tidak memiliki solusi

Pada tiga contoh Gambar 1 di atas kita tidak menemui kesulitan untuk menguji eksis-
tensi solusi karena banyaknya persamaan dan variabel hanya dua. Jika persamaan atau
variabelnya lebih banyak tentu masalahnya sedikit lebih sulit. Kita akan mempelajari metode

praktis untuk menguji eksistensi solusi SPL secara umum,

Sistem persamaan linear yang terdiri dari [ buah persamaan linear dengan [ buah

variabel x4, x5, x5, ... , x, mempunyai bentuk umum yang dapat ditulis sebagai berikut:
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl

a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QpaXy + -+ App Xy = by

Dengan x4, x,, x5, ... , x, adalah peubah sampai dengan (], dan [J, [ menyatakan
koefisien dan konstanta. Misalkan terdapat suatu sistem umum tiga persamaan dengan lima

peubah, dapat ditulis sebagai berikut:
A11%; + A12X; + A13X3 + Q14X + A15X5 = by
Az1%1 + QX3 + A3X3 + AzaXy + AzsX5 = by
a31Xy + A32X; + A33X3 + Az4X4 + A35X5 = D3

Penulisan indeks bawah ganda pada koefisien bilangan yang tak diketahui adalah sebuah
alat yang berguna yang akan Kita pakai untuk menyatakan letak dari koefisien di dalam
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sistem tersebut. Indeks bawah pertama pada koefisien a;; menunjukkan persamaan di dalam
mana muncul koefisien tersebut, dan indeks bawah kedua menunjukkan bilangan yang: tak
diketahui mana yang dikalikan oleh koefisien tersebut. Jadi, a;, ada di dalam persamaan

pertama dan mengalikan bilangan yang tak diketahui x,.

Jika kita menelusuri letak + ‘s, letak x’s, dan letak =’s, maka sebuah sistem yang terdiri
dari m persamaan linier dengan n bilangan yang tak diketahui dapat disingkat dengan hanya

menuliskan susunan empat persegi panjang dari bilangan-bilangan:

[all a13 bl]
Am1 - Amz by,

Susunan ini dinamakan matriks yang diperbesar untuk sistem tersebut. Istilah matriks
digunakan di dalam matematika untuk menyatakan ebuah susunan empat persegi panjang dari
bilangan-bilangan. Matriks muncul di dalam banyak konteks; kita akan mempelajarinya
secara lebih terperinci di bagian-bagian akhir dari buku ini. Untuk melukiskannya, maka

matriks yang diperbesar untuk sistem persamaan-persamaan berikut:
X1 + Xo + ZX3 = 9
le + 4‘x2 - 3X3 = 1
3x1 + 6x2 - 5x3 = 0
Adalah
11 2 9
2 4 -3 1
3 6 =50

Catatan (Operasi Baris Elementer)

Bila membangun sebuah matriks yang diperbesar, maka bilangan-bilangan yang tak

diketahui harus dituliskan dalam urutan (atau orde) yang sama di dalam setiap pertanyaan.

Metoda dasar untuk memecahkan sebuah sistem persamaan-persamaan linier adalah
untuk mengganti sistem yang diberikan dengan sebuah sistem baru yang mempunyai
himpunan pemecahan yang sama, tetapi lebih mudah untuk memecahkannya. Sistem baru ini
umumnya didapatkan dalam sederet langkah dengan memakai ketiga jenis operasi yang

berikut untuk mengeliminasi bilangan-bilangan yang tak diketahui secara sistematis.
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1. Kalikanlah sebuah persamaan dengan sebuah konstanta yang tak sama dengan nol.
2. Pertukarkanlah dua persamaan.

3. Tambahkanlah kelipatan dsari satu persamaan kepada yang lainnya.

Karena baris (garis horizontal) di dalam sebuah matriks yang diperbesar bersesuaian
dengan persamaan di dalam sistem yang diasosiasikan dengan baris tersebut, maka ketiga

operasi ini bersesuaian operasi yang berikut pada baris matriks yang diperbesar.

1. Kalikanlah sebuah baris dengan sebuah konstanta yang tak sama dengan nol.
2. Pertukarkanlah duabaris.

3. Tambahkanlah kelipatan dsari satu baris kepada yang lainnya.

Operasi-operasi ini dinamakan Operasi Baris Elementer. Contoh berikut melukiskan
bagaimana operasi-operasi dapat digunakan untuk memecahkan sistem-sistem persamaan
linier. Karena sebuah prosedur yang sistematis untuk mencari pemecahan akan diturunkan di
dalam bagian berikutnya, maka kita tidak perlu khawatir tentang bagaimana cara memilik
lagkah-langkah di dalam contoh ini. Usaha utama saat ini harus dikerahkan untuk memahami

perhitungan dan pembicaraan.

Contoh 4 (Menggunakan Operasi Baris Elementer)

Pada kolom kiri di bawah ini, kita akan menyelesaikan sistem persamaan linier dengan
melakukan operasi terhadap persamaan dalam sistem, sedangkan pada kolom kanan kita akan
menyelesaikan sistem yang sama dengan melakukan operasi terhadap baris pada matriks

yang diperbesar.

x+y+2z=9 11 2 9
2 4 -3 1

3x+6y—5z=0

Tambahkan -2 kali persamaan pertama ke Tambahkan -2 kali baris pertama ke

persamaan kedua untuk memperoleh persamaan kedua untuk memperoleh
X+y+22=9 [1 1 2 9]
o 0 2 -7 —17
2y — 7z =-17 3 6 -t 0

3x+6y—5z=0

Tambahkan -3 kali persamaan pertama ke T,mbahkan -3 kali baris pertama ke

persamaan ketiga untuk memeperoleh persamaan ketiga untuk memeperoleh

xX+y+2z=9
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2y —7z =-17
3y —11z = =27

Kalikan persamaan kedua dengan % untuk

memperoleh
x+y+2z=9
7 17
YT TT

3y —11z = =27
Tambahkan -3 kali persamaan kedua ke

persamaan ketiga untuk memperoleh

x+y+2z=9
7 17
YTt
1 3
2772

Kalikan persamaan ketiga dengan -2 untuk

memperoleh
x+y+2z=9
7 17
YTt
z=3

Tambahkan -1 kali persamaan kedua ke

persamaan pertama untuk memperoleh

11 35
x+7z=7

7 17
YTEETg

z=3

Tambahkan —% kali persamaan ketiga ke

7 .
persmaan pertama dan 3 kali persamaan

ketiga ke persamaan kedua untuk

memperoleh

1 1 2 9
0 2 =7 =17

0 3 —-11 =27

Kalikan persamaan kedua dengan % untuk

memperoleh
1 1 2 9
0 1 7 17
2 2
0 3 -—-11 =27

Tambahkan -3 kali persamaan kedua ke

persamaan ketiga untuk memperoleh

[1 1 2 9 ]
o 1 -7 _17]
I 2 2|
0o L 3J
2 2
Kalikan persamaan ketiga dengan -2 untuk
memperoleh
1 1 2 9
0 7 17
2 2
0 0 1 3

Tambahkan -1 kali persamaan kedua ke

persamaan pertama untuk memperoleh

[1OE§1
I 2 2 |
0 1 7 17

2 2
0 0 1 3

Tambahkan —% kali persamaan ketiga ke

7 .
persmaan pertama dan > kali persamaan

ketiga ke persamaan kedua untuk

memperoleh
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z=3 [1 0 0 1]
i . 0 1 0 2
Solusi x=1,y=2,z=3 Kkini telah 00 1 3

diperoleh.

1.2.Eliminasi Gauss

Pada subab ini kita akan mengembangkan prosedur sistematik untuk menyelesaikan
sistem persamaan linier. Prosedur ini didasarkan pada gagasan untuk mereduksi matriks yang
diperbesar pada suatu sistem menjadi matriks yang diperbesar lain yang cukup sederhana
sehingga solusi sistem dapat diperoleh hanya dengan melakukan inspeksi terhadap sistem

tersebut.
Definisi 2

Metode Eliminasi Gauss adalah suatu metode untuk mencari himpunan penyelesaian dari
sistem persamaan linier dengan menggunakan Operasi Baris Elementer (OBE), sedemikian
hingga matriksnya mempunyai baris eselon. Setelah membentuk baris eselon, kembalikan
matriks tersebut dalam bentuk sistem linier dan kemudian lakukan substitusi balik mulai dari

bawah.

Bentuk Eselon

Pada Contoh 4 subbab sebelumnya, kita menyelesaikan suatu sistem linier dengan
faktor-faktor yang tidak diketahui x, y dan z dengan reduksi matriks diperbesar menjadi:
1 0 0 1
[O 1 0 2]
0 0 1 3

Sehingga diperoleh solusi x = 1,y = 2, dan z = 3. Ini merupakan contoh matriks dalam

bentuk eselon baris tereduksi. Matriks dalam bentuk ini harus memiliki sifat-sifat berikut:

1. Jika semua baris tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka angka tak nol pertama dalam
baris tersebut adalah sebuah angka 1 (kita sebut utama satu atau pivot).

2. Jika ada sebarang baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka baris-baris ini
dikelompokkan bersama dibagian bawah matriks.
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3. Jika sebarang dua baris yang berurutan yang tidak seluruhnya terdiri dari nol; utama 1
dalam baris yang lebih bawah terletak disebelah kanan utama 1 dalam baris yang lebih
atas.

4. Masing-masing kolom yang berisi sebuah utama 1 mempunyai nol di tempat lainnya.

Suatu matriks yang mempunyai sifat nomer 1,2, dan 3 (tidak perlu 4) disebut mempunyai
bentuk baris eselon. Jadi, matriks dalam bentuk eselon baris tereduksi sudah pasti merupakan

matriks dalam bentuk eselon baris, tetapi tidak sebaliknya.

Contoh 5 (Eselon Baris dan Eselon Baris Tereduksi)

Matriks-matriks yang berikut di dalam bentuk eselon baris yang direduksi.

100 471 0 0]
0107,010,[0]
001 -1lo o1

o O

Matriks-matriks berikut berada di dalam eselon baris.

137 471 1 0]
018 7[Jo1 0]

501—10000

[E

]

o

Catatan (Eselon Baris)

Tidak sukar untuk melihat bahwa sebuah matriks di dalam bentuk eselon baris harus
mempunyai nol di bawah setiap 1 utama. Bertentangan dengan hal ini maka sebuah matriks
dalam bentuk eselon baris yang direbuksi harus mempunyai nol di atas dan di bawah setiap 1

utama.

Jika, oleh sebuah urutan operasi baris elementer, matriks yang diperbesar untuk sebuah
sistem persamaan-persamaan linier dibuat di dalam bentuk eselon baris yang direduksi, maka
himpunan pemecahan untuk sistem tersebut dapat diperoleh dengan pemeriksaan atau, paling

tidak, setelah sejumlah kecil langkah sederhana.
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Contoh 6 (Baris Eselon Tereduksi)

Anggaplah bahwa matriks yang diperbanyak untuk suatu sistem persamaan linier telah
direduksi oleh operasi baris, menjadi bentuk baris eselon tereduksi yang diberikan.

Selesaikan sistem tersebut!

1 0 0 3
a.0204]
0 0 15
1 0 0 4 4
b.01026]
0 0 1 22

Penyelesaian a. Sistem persamaan yang berpadanan dengan:

x; =3

2%y =4 > x5 =2

x3=05

Sehingga tanpa menghitung yang berarti kita dapatkan nilai x; = 3,x, = 2,dan x; = 5.

Penyelesaian b. Sistem persamaan yang berpadanan dengan:

X, +3x, =4
X3:3
X4=—2

Peubah non utama dalam hal ini adalah x, disebut juga sebagai peubah bebas. Sehingga

penyelesaian untuk sistem persamaan linier ini diubah kedalah bentu peubah bebas menjadi
X, =4—3x,

Karena x, merupakan peubah bebas, sehingga dapat diberi sembarang nilai, katakanlah
71, sehingga didapatkan nilai x;. Dengan demikian terdapat hingga banyaknya penyelesaian,

dan penyelesaian umumnya diberikan oleh rumus
x1 = 4’ —t

x2=t
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x3:3

Contoh 7 (Metode Eliminasi Gauss)

Selesaikan sistem persamaan linier di bawah ini dengan menggunakan metode eliminasi

Gauss!

X+y+z=6
x+2y+3z=14
x+4y+9z =36

Penyelesaian

Langkah 1: Bentuk menjadi matriks yang diperbesar.
[1 1 1 6 ]
1 2 3 14
1 4 9 36

Langkah 2: Pilih baris pertama kolom pertama sebagai utama satu (pivot), apabila sudah
bernilai 1 lakukan operasi baris, yaitu baris kedua dikurangi baris pertama.

1 1 1 6
01 2 8
1 4 9 36

Langkah 3: Baris ketiga dikurangi baris pertama. Hal ini dilakukan mengingat nilai pada
baris kedua dan ketiga adalah 1, sehingga langsung dikurangkan dengan baris pertama karena
menghasilkan nilai nol.

1 1 1 6

[0 1 2 8]

0 3 8 30
Langkah 4: Kembali ke atas di baris pertama kolom kedua, dengan pivot atau utama satu

adalah satu di baris kedua kolom kedua. Kurangkan baris satu dengan baris kedua, sehingga

nilainya nol.



12 |Aljabar Linier

1 0 -1 -2
[O 1 2 8 ]
0 3 8 30

Langkah 5: Operasikan baris ketiga dengan pivot pada baris kedua, dengan baris 3

dikurangkan 3 kali baris ke 2, sehingga menghasilkan nilai nol yang lain.

1 0 -1 -2
01 2 8 ]
0 0 2 6

Langkah 6: Pivot berpindah secara diagonal pada baris ketiga, karena pivot dianjurkan untuk
utama 1, dan nilai pada baris ketiga belum bernilai 1, maka baris-3 dapat dibagi dengan nilai

2terlebih dahulu untuk mendapatkan utama satu.

1 0 -1 -2
01 2 8
00 1 3

Langkah 7: Kembalikan ke sistem linier menjadi:
X—z=-—2
y+2z=8
z=3
Langkah 8: Lakukan back substitution (subtitusi mundur), yaitu:
z=3
y+2(3)=8-y=8-6=2
x—(B)=-2-x=-2+3)=1

Jadi, himpunan penyelesaiannya adalah x = 1,y = 2, dan z = 3.

Catatan (Back Subtitution)

Seringkali lebih memudahkan untuk memecahkan sebuah sistem persamaan-persamaan
linier dengan mengubah matriks yang diperbesar ke dalam bentuk eselon baris tanpa
meneruskannya ke bentuk eselon baris yang direduksi. Bila hal ini dilakukan, maka sistem
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persamaan-persamaan Yyang bersangkutan dapat dipecahkan dengan sebuah cara yang

dinamakan subtitusi balik (back subtitution).

Bentuk akhir Contoh 7 merupakan bentuk baris eselon yaitu eliminasi Gaussian,
sedangkan untuk eliminasi Gauss-Jordan perlu dilakukan langkah lebih lanjut agar pada

baris atau kolom yang terdapat utama 1 bernilai nol.

1.3.Sistem Persamaan Linier Homogen

Sistem persamaan linier homogen merupakan konsep fundamental dalam aljabar linier
yang digunakan dalam berbagai bidang seperti matematika, fisika, dan rekayasa. Sistem ini
terdiri dari persamaan-persamaan linier yang semua konstanta pada sisi kanannya adalah nol.
Studi mengenai sistem ini melibatkan analisis solusi yang mungkin ada serta metode-metode

untuk menemukan solusi tersebut.

Definisi 3

Sistem persamaan linier homogen adalah sekumpulan persamaan linier yang semuanya

diatur agar sama dengan nol. Bentuk umumnya adalah:
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl

a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QaXy + -+ QmnXn = by
Dalam bentuk matriks, sistem ini dapat dinyatakan sebagai:
AX =0

Di mana A adalah matriks koefisien berukuran m X n, dan X adalah vektor variabel

X1
[ : ] dan 0 adalah vektor nol berukuran m x 1.
xn

Solusi Sistem Persamaan Linier Homogen




14 |Aljabar Linier

Sistem persamaan linier homogen selalu memiliki setidaknya satu solusi, yaitu solusi trivial.
1. Solusi Trivial
Solusi trivial adalah ketika semua variabel x4, x5, ..., x,, bernilai nol:
X1 =%, =+=x,=0
Solusi ini selalu ada di dalam setiap sistem persamaan linier homogen.
2. Solusi Non-Trivial

Solusi non-trivial adalah solusi di mana setidaknya satu variabel x; tidak bernilai nol.
Solusi ini ada jika dan hanya jika determinan dari matriks koefisien A sama dengan nol, atau

jika rang dari A kurang dari jumlah variabel.
3. Ruang Solusi

Ruang solusi dari sistem persamaan linier homogen adalah himpunan semua vektor yang

memenuhi sistem tersebut. Ruang solusi ini merupakan subruang dari R™.

Metode Penyelesaian

Ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan

linier homogen, termasuk metode eliminasi Gauss dan metode eliminasi Gauss-Jordan.

1. Metode Eliminasi Gauss

Metode ini melibatkan pengubahan matriks AAA menjadi bentuk eselon baris tereduksi

menggunakan operasi baris elementer. Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:

a. Pilih baris pivot dan gunakan untuk mengeliminasi elemen di bawah pivot.

b. Lanjutkan proses ini hingga semua elemen di bawah pivot pada setiap kolom menjadi
nol.

c. Setelah mencapai bentuk eselon baris, gunakan substitusi mundur untuk menemukan

solusi.

2. Metode Eliminasi Gauss-Jordan
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Metode ini melibatkan pengubahan matriks AAA menjadi bentuk eselon baris tereduksi
row echelon form (RREF). Langkah-langkahnya adalah:

a. Lakukan eliminasi Gauss untuk mengubah matriks ke bentuk eselon baris.

b. Lanjutkan eliminasi pada elemen di atas pivot untuk mendapatkan nol di atas dan di
bawah pivot.

c. Hasil akhirnya adalah matriks dalam bentuk eselon baris tereduksi, yang memudahkan

penentuan solusi.

Contoh 8
Selesaikan sistem persamaan linier homogen berikut:

{x1+2x2+3x3:0
4‘x1+5x2+6X3=0

X1
X2
X3

Dalam bentuk matriks:

1 2 3

A=[4 5 6

|-

Matriks yang diperbesar:

Langkah 1: Substraksikan 4 kali naris pertama dari baris kedua

o 5 4

Langkah 2: Bagikan baris kedua dengan -3

o 1 2

Langkah 3: Substraksikan 2 kali baris kedua dari baris pertama

0 1 2]

Jadi, solusi parametrik dapat ditulis sebagai:

x3 == t,xz == _Zt,xl =t
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Dengan t sebagai parameter bebas.

Teorema 2 (SPL Homogen)

Sebuah sistem persamaan-persamaan linier homogen dengan lebih banyak bilangan yang
tak diketahui daripada banyaknya persamaan selalu mempunyai tak terhingga banyaknya

pemecahan.

1.4.Matriks dan Operasi Matriks

Matriks adalah alat yang sangat penting dalam matematika, khususnya dalam aljabar
linier. Matriks digunakan untuk merepresentasikan dan memanipulasi data, serta untuk
menyelesaikan berbagai masalah dalam bidang teknik, ilmu komputer, fisika, dan ekonomi.
Dalam subab ini, kita akan membahas definisi matriks, jenis-jenis matriks, dan operasi-

operasi dasar yang dapat dilakukan pada matriks.
Definisi 4

Matriks adalah sebuah array persegi panjang yang terdiri dari elemen-elemen, biasanya
angka, yang diatur dalam baris dan kolom. Sebuah matriks dengan m baris dan n kolom

disebut matriks berukuran m X n.

Jenis-Jenis Matriks

Ada beberapa jenis matriks yang sering digunakan dalam aljabar linier:

1. Matriks Nol
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Matriks yang semua elemennya nol. Maatriks nol berukuran m x n dilambangkan dengan

OmXTl'

2. Matriks Identitas

Matriks persegi yang memiliki elemen 1 pada diagonal utama dan O pada elemen

lainnya. Matriks identitas berukuran m x n dilambangkan dengan I,,.
1 0 -0
Ly=]: + =~
o o0 --1

Matriks persegi di mana semua elemen di luar diagonal utama adalah nol.

3. Matriks Diagonal

d 0 - 0
D= . . . H

0o 0 - d,
4. Matriks Simetris

Matriks persegi yang elemennya simetris terhadap diagonal utama, yaitu a;; = a;;.

Operasi Matriks

Ada beberapa operasi dasar yang dapat dilakukan pada matriks, termasuk penjumlahan,

pengurangan, perkalian, invers, dan trace dari sebuah matriks.

1. Penjumlahan Matriks

Penjumlahan dua matriks A dan B dengan ukuran yang sama m X n dilakukan dengan

menjumlahkan elemen-elemen yang bersesuaian.

C=A+B—>Cl]=al]+bl]
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Contoh:

a=[; 5=l g

+5 24616 8

N
A+B_[3+7 s+8l=lo 12

2. Pengurangan Matriks

Pengurangan dua matriks A dan B dengan ukuran yang sama m X n dilakukan dengan

mengurangi elemen-elemen yang bersesuaian.
C=A—B—>Cl-j=aij—bij

Contoh:

a=l; glo=ls &

A_B:[5—1 6—2 :[i i

7—3 8—4
3. Perkalian Matriks

Perkalian dua matriks A berukuran m X n dan B berukuran n X p menghasilkan matriks

C berukuran m X p. Elemen c;; dari matriks hasil diperoleh dari penjumlahan hasil kali

elemen-elemen baris ke-i dari matriks A dengan elemen-elemen kolom ke-j dari matriks B.

n

C =A4B - Cij = z aikbkj
k=1

Contoh:
a=[3 2e=[i ;

(1.2+21) (1.0+ 2.2)] _ [ 4 4
10 8

AB = [(3.2 +41) (3.0+42)

4. Transpose Matriks

Transpose matriks A berukuran m x n adalah matriks AT berukuran n x m yang elemen-
elemen baris ke-i dalam kolom ke-j dari A menjadi elemen-elemen kolom ke-i dan baris ke-
j dari AT,
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Contoh:

5. Invers Matriks

Invers dari matriks persegi A berukuran n x n adalah matriks A= yang memenuhi
AA Y =A"1A =1,, di mana I, adalah matriks identitas berukuran n x n. Matriks A

memiliki invers jika dan hanya jika det(4) # 0.

Contoh:
n o2
a=[;
Al = ! [d _b] det(4) = ad — bc
det(A)l—c al’

_ 1 4 =2 174 =2 -2 1
1 e =
A (D@ - 203 [—3 1]‘—2 [—3 1] [1.5 —0.5]
6. Trace dari Sebuah Matriks

Trace dari sebuah matriks adalah konsep penting dalam aljabar linier yang sering
digunakan dalam berbagai aplikasi matematika dan ilmu fisika. Trace memberikan informasi

tentang jumlah elemen diagonal utama dari sebuah matriks persegi.

Trace dari sebuah matriks persegi A berukuran n x n adalah jumlah semua elemen pada
diagonal utama matriks tersebut. Secara matematis, trace dari matriks A dilambangkan

sebagai tr(A) atau trace(A), dan didefinisikan sebagai:

n

tr(4) = Z ajj

i=1
Di mana a;; adalah elemen diagonal utama dari matriks A.

Contoh:
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Misakan A adalah matriks 3 x 3:

A=|Az1 Qzz Qz3

az1 dzz dsz

a1 Qg2 a13]

Maka, trace dari matriks A adalah:

tr(A) = aqq + az, + ass3

1.5.Kaidah-Kaidah Ilmu Hitung Matriks

Walaupun banyak dari kaidah-kaidah ilmu hitung bilangan real berlaku juga untuk
matriks, namun ada beberapa kekecualian. Salah satu dari kekecualian yang terpenting terjadi
di dalam perkalian matriks. Untuk bilangan-bilangan real a dan b, maka kita selalu
mempunyai ab = ba. Sifat ini seringkali dinamakan hukum komutatif untuk perkalian. Akan
tetapi, untuk matriks-matriks, maka AB dan BA tidak perlu sama. Kesamaan dapat gagal
untuk berlaku karena tiga hal. Hal itu dapat terjadi, misalnya, bahwa AB didefinisikan tetapi
BA tidak didefinisikan. Ini adalah kasus jika A adalah sebuah matriks 2 x 3 dan B adalah
sebuah matriks 3 x 4. Juga hal itu dapat terjadi bahwa Ab dan BA kedua-duanya
didefinisikan tetapi mempunyai ukuran yang berbeda-beda. Ini adalah situasi jika A adalah
sebuah matriks 2x 3 dan B adalah sebuah matriks 3 x 2. Akhirnya, seperti yang
diperlihatkan oleh contoh kita berikutnya, maka mungkin untuk memperoleh AB # BA

walaupun jika AB dan BA didefinisikan dan mempunyai ukuran yang sama.

Contoh 9 (Perkalian Matriks)

Tinjaulah matriks-matriks berikut ini.

=[5 b e=ls

Dengan mengalikannya maka akan memberikan

2|, p=[3 ©

AB:[H 4 3 0

Walaupun hukum komutatif untuk perkalian tidak berlaku di dalam ilmu hitung matriks,

namun banyak hukum-hukum ilmu hitung yang sudah biasa dikenal akan berlaku untuk
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matriks beberapa diantara hukum yang paling penting dan nama-namanya di ikhtisarkan di

dalam teorema berikut.

Teorema 3 (Kaidah-Kaidah Matriks)

Dengan menganggap bahwa ukuran-ukuran matriks adalah sedemikian sehingga operasi-
operasi yang ditunjukkan dapat dilakukan maka kaidah-kaidah ilmu hitung matriks berikut

akan berlaku.
(a)A+B=B+A (Hukum komutatif untuk penjumlahan)

bA+B+C)=A+B)+C (Hukum asosiatif untuk penjumlahan)

(c)A(BC) = (AB)C (Hukum asosiatif untuk perkalian)
(d)A(B+C) =AB + AC (Hukum distributif)
(e)(B+C)A=BA+CA (Hukum distributif)

(FA(B —C) = AB — AC
(9)(B—C)A=BA—-BC

(h) a(B +C) = aB + aC
(Da(B —C) = aB — aC
()(a+b)C = aC + bC
(k)(a - b)C = aC — bC

(1) (ab)C = a(bC)
(m)a(BC) = (aB)C = B(al)

Setiap persamaan di dalam teorema ini menyatakan sebuah kesamaan di antara matriks-
matriks. Untuk membuktikan salah satu dari kesamaan-kesamaan ini, maka kita perlu
memperlihatkan bahwa matriks pada ruas kiri mempunyai ukuran yang sama seperti matriks
pada ruas kanan, dan bawah entry-entri yang bersangkutan pada kedua ruas tersebut sama.
Untuk melukiskannya, maka kita akan membuktikan dalam kurung H beberapa bukti
selebihnya diberikan sebagai latihan-latihan.



22 |Aljabar Linier

Butki dari (h). Karena ruas kiri melibatkan operasi B + C, maka B dan C harus
mempunyai ukuran yang sama, katakanlah m x n. Jelaslah bahwa a(B + C) dan aB +aC

adalah juga matriks m x n, sehingga matriks-matriks tersebut mempunyai ukuran yang sama.

Misalkanlah [;; sebarang entri pada ruas Kiri, dan misalkanlah 7;; entri yang
bersangkutan pada ruas kanan. Untuk melengkapi bukti tersebut, maka kita harus

memperlihatkan [;; = r;;. Jika kita misalkan a;;, b;;, dan c;; berturut-turut adalah entri di

jo
dalam baris ke-i dan kolom ke-j dari A, B, C, maka dari definisi-definisi operasi matriks

diperoleh:
lij =a(bij+cij) dan rij =abij+acij

Karena a(bij + cij) = ab;j + ac;;, maka kita memperoleh [;; = r;; yang melengkapi

bukti tersebut.

Walaupun operasi penambahan matriks dan operasi perkalian matriks didefinisikan
untuk pasangan matriks, namun hukum asosiatif (b) dan (c) memungkinkan kita untuk
menyatakan jumlah dan hasil kali dari 3 matriks seperti A+ B + Cdan A B C tanpa
menyisipkan sesuatu tanda kurung. Hal ini dibenarkan oleh kenyataan bahwa bagaimanapun
tanda kurung tersebut disisipkan, hukum asosiatif menjamin bahwa hasil akhir yang sama
akan didapatkan, Tanpa menyelidikinya secara terperinci kita mengamati bahwa hasil-hasil
yang serupa untuk jumlah dan hasil perkalian yang melibatkan 4 atau lebih matriks.
Umpamanya, diberikan sebarang jumlah dan sebarang hasil perkalian matriks maka
pasangan-pasangan kurung dapat disisipkan atau dihilangkan di mana saja di dalam

pernyataan tersebut tanpa mempengaruhi hasil akhir.

Contoh 10
Sebagai gambaran hukum asosiatif untuk perkalian matriks, tinjaulah:

1 2
A=1|3 4

0 1

1 0

B:[LzL i C:[z 3

Maka

AB =

1 2 8 5
3 4]4 3 =[20 13]

012121
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Sehingga
18 15
(AB)C = [20 13] ] [46 39]
Sebaliknya
4 311 01_7[10 9
BC_[Z 1”2 3 _[ ]
Sehingga
1 2 18 15
A(BC)=[3 4] [140 2]=[46 39]
0 1 4 3

Jadi, (AB)C = A(BC), seeprti yang dijamin oleh Teorema 3.

Jika A adalah sebarang matriks dan 0 adalah matriks nol dengan ukuran yang sama,
maka jelaslah bahwa A + 0 = A. Matriks 0 memainkan peranan yang sangat sama di dalam
persamaan matriks seperti peranan yang dimainkan bilangan 0 di dalam persamaan numerik

a+0=a.

Karena kita sudah mengetahui bahwa ebberapa kaidah ilmu hitung untuk bilangan real
tidak dapat digunakan kepada ilmu hitung matriks, maka akan merupakan anggapan yang
gegabah bahwa semua sifat bilangan real nol akan dapat digunakan kepada matriks nol.

Misalnya, tinjaulah kedua hasil standar berikut di dalam ilmu hitung bilangan real.
(i) Jikaab = ac dan a # 0, maka b = c. (ini dinamakan hukum peniadaan)
(i) Jika ad = 0, maka setidak-tidaknya satu dari faktor di sebelah kiri sama dengan 0.

Seperti yang diperlihatkan pada Contoh 11 maka hasil-hasil yang bersangkutan ternyata

palsu di dalam ilmu hitung matriks.

Contoh 11

Perhatikan matriks-matriks berikut.

a=lo o E=ly ol e=l3 o

o o

Di sini
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3 4

AB=AC=[6 h

Walaupun A # 0, namun tidaklah betul untuk meniadakan A dari kedua-dua ruas
persamaan AB = AC dan menuliskan B = C. Jadi hukum peniadaan tersebut gagal berlaku

untuk matriks-matriks.

Juga, AD = 0; namun demikian A # 0 dan D # 0 sehingga hasil tersebut dalam (ii) di

atas tidak dapat digunakan kepada ilmu hitung matriks.

Meskipun contoh-contoh ini menunjukkan hasil-hasil yang tidak sesuai dengan hasil-
hasil di dalam ilmu hitung bilangan riil namun sejumlah sifat bilangan real 0 yang sudah
lazim dikenal dapat digunakan langsung kepada matriks nol. Beberapa diantara sifat-sifat

yang lebih penting di jelaskan lebih lanjut di dalam teorema berikutnya.

Teorema4

Dengan menganggap bahwa ukuran-ukuran matriks adalah sedemikian rupa sehingga
seoperasi-operasi yang ditunjukkan dapat dilakukan, maka kaidah-kaidah ilmu itu matriks

yang berikut akan berlaku:
a A+0=0+4=A4
bh. A—A=0

c. 0—A=-A

d A0=0

e. 0A=0

Sebagai sebuah penerapan dari hasil-hasil kita mengenai ilmu hitung materi maka kita

membuktikan teorema yang berikut, yang telah diduga sebelumnya di dalam buku ini

Teorema b5

Tiap-tiap sistem persamaan-persamaan linier akan mempunyai tidak ada pemecahan,

persis satu pemecahan, atau tak terhingga banyaknya pemecahan.

Teorema 6
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